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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

NYOLCADIK OSZTALY

1. Lehet-e talalni két egymast kovets kettGhatvanyt, melyek 6sszege négyzetszam? (KettGhatvany-
nak nevezziik az 1,2,4,8,16,. .. sorozat tagjait, ahol minden tag az 6t megel6z6 kétszerese.)

Megoldas

Vegyiik észre, hogy 2" + 2"t = 27 . (1 +2) = 2" - 3. A szdmelmélet alaptétele miatt ez a
szam oszthato 3-mal, de nem oszthato 9-cel. A 3-mal oszthaté négyzetszamok azonban 9-cel
is oszthatok, mert az alapjuknak is oszhatonak kell lennie 3-mal. Tehat a feladat kérdésére a
valasz: nem lehet talalni.

2. Egy sokszog minden oldalanak hossza centiméterben mérve egész szém, az 6sszes belsé szogének
nagysaga pedig 60° vagy 240°. Lehet-e a sokszog oldalainak szadma
(a) 20167
(b) 20177
Megoldas

(a) Igen. Induljunk ki egy szabalyos haromszogbdl. Ennek egyik oldalat helyettesitsiik az alabbi
torottvonallal (agy, hogy a torottvonal tiiske alaku része kifelé alljon):

Ennek a toréttvonalnak minden szakasza harmada az eredeti haromszog oldalanak, és 0ssze-
sen harommal novelte sokszogiink oldalszamat (egy oldalbol lett négy), és a harom tjonnan
keletkez6 szog rendre 240°, 60° és 240°. A 1épést megfelelGen sokszor ismételve tetszéleges
harommal oszthato oldalszamot megkaphatunk, és ha a a kapott sokszogben a legrovidebb
oldal hosszat egésznek valasztjuk, akkor minden oldala egész hosszusagu lesz. Mivel 2016
oszthato 3-mal, a fent leirt modszerrel tudunk megfelel6 2016 oldalt sokszoget konstrudlni.
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Példa egy 12 oldalu sokszogre (héaromféle oldalhosszusaggal):

(b) Nem. Legyen a darab 60°-os és b darab 240°-os szoge a sokszognek. Ekkor a + b = 2017
és a - 60° + b - 240° = 2015 - 180°, felhasznélva, hogy egy n-csticstu sokszog belsé szogeinek
osszege (n — 2)-180°. 60-nal osztva: a + 4b = 2015 - 3, ahonnan a + b = 2017-et felhasznélva
20174 3b = 3-2015. Ez viszont nem lehetséges, mert az egyenl&ség bal oldala nem oszthato
3-mal, a jobb oldal viszont igen.

3. Ki lehet-e szinezni a stk pontjait négy szinnel gy, hogy ne lehessen talélni négy darab egyszini
pontot, melyek egy téglalap négy csicsat alkotjak?

Megoldas
Barhogy is szinezziik ki a sik pontjait, lesz egyszint téglalap.

Tekintsiink a stkon egy 4 x 1024-es racstéglalapot. Ebben a téglalapban minden vizszintes racs-
egyenesen 5 racspont van, igy egy ilyen szakaszt 4° = 1024 féle modon lehet kiszinezni. Mivel a
téglalapunk 1025 darab ilyen 5 racspontot tartalmazo vizszintes szakaszt tartalmaz, ezért a ska-
tulyaelv alapjén lesz ketts vizszintes szakasz, melyek azonos moédon lesznek szinezve. Mostantol
csak ezt a két egyforman szinezett szakaszt tekintjiik. Mivel 5 pontbdl allnak, lesz rajtuk 2-2
egyforman szinezett pont, és ezek ugyanabban a pozicidban is valaszthatok, hiszen egyforman
van szinezve a két szakasz. Az igy kapott négy pont egy téglalapot alkot.

4. Egy 0-t6l és 1-t6l kiilonb6z6 racionalis szambol kiindulva egy 1épésben végrehajthatjuk a kovet-
kez6 két mitvelet valamelyikét: vehetjiik egy meglévs szam reciprokat, vagy egy meglévs szamot
kivonhatunk egybdl. Ezeket a lépéseket addig ismételjiik, amig mar nem johet ki 4j szam. A
kiindulé szam értékeétsl fiiggden hanyféle szamot kaphatunk ilyen moédon? Az Gsszes lehet&ségre
mutass példat!

Megoldas
A megoldas elején megjegyezziik, hogy semelyik 1épés soran nem kapunk 0-t vagy 1-et, mert O-t
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csak 1-bdl, 1-et pedig 0-bol vagy 1-bdl kaphatunk csak.

A megadott lépéseket kétszer megismételve az eredeti szamot kapjuk vissza: 1 — (1 —x) = x és
1/(1/z) =z (ha x # 0). Ez azt jelenti, hogy a kétféle lépést csak felvaltva érdemes végrehajtani.
Az a szambol az 1 — x 1épéssel indulva hat 1épés utén visszajutunk a-hoz:
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/
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— — =
a

/

a

Vegyiik észre, hogy ha az 1 — x helyett az 1/ lépésel inditunk, ugyanezt a hatszoget kapjuk,
csak az 6oramutato jaréséaval ellentétes koriiljarassal.

Lassuk, mi torténik, ha a 6 szam kozott vannak egyenl6k. Mivel a kort barmelyik pontjabol
indithatnank, feltehetjiik, hogy a egyenlé valamelyik masik szdmmal.

e Haa = %, akkor a = —1 (mert az a = 1 esetet kizartuk).

1

e Haa=1—a, akkor a = 3.

e Az a = ;& egyenletnek nincs megoldasa: atrendezve a(1 — a) = 1, tehat mindkét tényezs
pozitiv, és ekkor mindkettd 0 és 1 kozott van, vagy mindkét tényezd negativ, ami lehetetlen,
mert az Osszegiik 1.

e Ava=1- é egyenletnek nincs megoldasa: atrendezve a + 1/a = 1, de ha a pozitiv, akkor
a vagy 1/a legalabb 1, ha a negativ, akkor a + 1/a is negativ.

e Ha a = %5, akkor a = 2 (mert az a = 0 esetet kizartuk).
Azt figyelhetjiik meg, hogy az egybeess értékek esetei egyetlen  kérben” helyezkednek el:

-] — 1

2/ .,
‘\%(—%/

Itt tehat 3 kiilonbozs szamot kapunk (a kiindulé szamot is beleértve).

Minden mas esetben a hat formula kiilénb6z6 értéket ad (és értelmezve van a kikotések miatt).

Példaul:
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Tehat a kiindulé szamtol fiiggéen harom vagy hat kiilonbozé értéket kaphatunk, beleszémolva a
kiindulé értéket is.

. 16 csapat kormérkézést jatszik, mindenki mindenkivel pontosan egyszer talalkozik. Minden mér-
kézésen az egyik csapat nyer, a méasik veszit, dontetlen nincsen.
Legfeljebb hany csapatnak lehet legalabb 12 gy6zelme?

Megoldas

Legyen x darab ilyen csapat. Mivel 6k egymaés kozott z(x — 1)/2 meccset jatszottak, a tobbivel
pedig (16 — x) meccset, igy Osszesen legfeljebb x(z — 1)/2 4+ (16 — ) gy6zelmet szerezhettek.
Mivel mindegyikiik legalabb 12 gy6zelmet aratott, igy

122 < z(x —1)/2 + (16 — x).

Atrendezve

ahonnan x < 7 jon ki.

x = T-re megadhato jo konstrukcio: a 7  kijelolt” csapat mindegyike verje meg a maradék 9
csapat mindegyikét, egymés kozott pedig harom darab hét hosszi korbeveréssel mindenkinek
lesz még 3 gydzelme (lasd az abrat, a nyil a legy6z6tsl mutat a legy6zottre).

A feladatokat 6sszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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