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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Megyei fordulé
NYOLCADIK OSZTALY

JAVITASI UTMUTATO

1. Az ABCDEF 6tszogre teljesiil, hogy AB = BC = CD = DFE, a B-nél 1év§ szog derékszog, a
C-nél 16v6 szog 45°, a D-nél 1éve szog pedig 270°. Mekkordk az 6tszog A és E csicsanal 1évs
szogei?

Megoldas Készitsiink elGszor is egy, a feltételeknek eleget tévs abrat:

E C

B
(1 pont)
Az ABC haromszog egyenls szart, melynek szarszoge 90°, igy ACB<t = 45°. (1 pont)
Mivel DCB< = 45° a feladat feltételei szerint, igy az A, D és C' pontok egy egyenesre esnek.
(1 pont)

Mivel az EDC haromszog egyenld szaru, melynek szarszoge 90°, igy EC D<= 45°. (1 pont)
CFE = CA, hiszen a CDE és az ABC haromszogek egybevagok (két oldaluk és a koztiik 1éve

sz0g megegyezik), (1 pont)
amibdl kapjuk, hogy CAE< = CEA< = 67,5°. (1 pont)

Igy végiil adodik, hogy az A csticsnal 16v6 szog, a = 45°+67,5° = 112, 5°, illetve € = 67, 5°—45° =
22,5°, hiszen az DEC< = 45° is teljesiil. (1 pont)
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(A feladat befejezésénél hivatkozhatunk arra a jol ismert tényre is, hogy az 6tszogek szogeinek
Osszege 3 - 180° = 540°). Osszesen: 7 pont

. L-alaku, 3 négyzetbdl 4llo alakzatokkal kirakhato legkisebb teriilett téglalap a 2 x 3-as (1d. abra).
Mekkora a legkisebb paratlan teriiletd téglalap, amely kirakhato ilyen elemekkel? (A kirakas
azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J

Megoldas

A teriilet csak ugy lehet paratlan, ha mindkét oldal hossza paratlan. (1 pont)
Minden L-alakzat 3 egységnyi teriiletet fed le, igy a téglalap teriiletének 3-mal oszthatonak kell
lennie. Ezért legalabb az egyik oldalhossz harommal oszthato. (1 pont)
Egy 3 egység hossztusagu oldal mentén a két sarokmez6t kiilonbo6z6 L-alakzatok tudjék csak le-
fedni, de ezek csak ugy helyezhetSk el, hogy egy 3 x 2-es téglalapot alkotnak. (1 pont)

A fennmaradé téglalapra ezt a gondolatot megismételve tjabb 3 x 2-es téglalapot kapunk, és
igy tovabb, mig végiil az egész téglalapot lefedjiik 3 x 2-es téglalapokkal. Ez viszont csak akkor
lenne lehetséges, ha az oldalhossza péaros lenne. (1 pont)

Tehat a 3-mal oszthatd hossztisagi oldal hossza legalabb 9 egység, mig a masik oldal hossza
legalabb 5 egység, igy a teriilet legalabb 45 egység. (1 pont)
Ez meg is valosithatd az 5 x 9-es téglalap kirakasaval, példaul az aldbbi moédon:

Il

]

nhs
T

(2 pont)
Osszesen: 7 pont
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3. Hany olyan 8 gyongybdl allo gyongysort lehet 0sszeéllitani, ahol minden gyongy kék, piros, vagy
zold, a szomszédosak kiilonbozd szintiek, az els§ és az utolsd gyongy szine pedig megegyezik?
(Két gyongysor kiilonbo6zd, ha balrdl jobbra haladva van olyan pozicio, ahol kiilonb6z6 szini
gyongyoket tartalmaznak.)

1. megoldas
Kezdjiik el felépiteni a gyongysort balrol. Tegyiik fel, hogy kékkel inditunk. A betiik jelzik, hogy
milyen szin az éppen aktudlis gyongy, a szamok pedig azt, hogy az éppen aktualis gyongyig
hanyféle gyongysor volt felépithetd:
K(1) —» K(0),P(1),Z(1) — K(2),P(1),Z(1) - K(2),P(3),Z(3) — K(6), P(5), Z(5) —
— K(10), P(11), Z(11) — K(22), P(21), Z(21) — K (42)

(4 pont)
A rekurzi6 szabalya a méasodik 1épéstsl kezdve kovetkezs volt:

K(k),P(p),Z(z) > K(p+=z2),P(k+2z2),Z(k+p),

hiszen ha példaul kék gyonggyel szeretnénk folytatni a sort, akkor elGtte a sor piros vagy zold

gyonggyel végzsdott. (2 pont)
[gy a feladat kérdésére a valasz 3 - 42 = 126. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

2. megoldas (Az el6z6 megoldas kissé modositott valtozata.)

Jeldlje a(n) azt, hogy héany olyan n gyongybdl allo gyéngysor van, melyben az elsd és az utolso
gyongy azonos szind, b(n) pedig azt, hogy hany olyan n gyongybdl alloé gyongysor van, melyben
az els6 és az utolsé gyongy kilonbozd szind. Nyilvan a(1) = 3 és b(1) = 0. Vegyiik észre, hogy
a(n + 1) = b(n). Valoban, ha az els§ és utols6 gyongy szine azonos, akkor az elss és az utolso
el6tti gyongy szine kiilonbozd, és egy ilyen elrendezést egyértelmi befejezni. (2 pont)
Hasonloan, b(n+ 1) = 2a(n) + b(n) is teljesiil, hiszen ha az els§ n gyongybdl all6 sorban ugyanaz
az elsd és az n. gyongy szine, akkor kétféle médon lehet befejezni ezt a sort, ha pedig kiilonbo6z6,

akkor egyféle modon. (2 pont)
Ezutan egyszerd széamolassal a(2) = 0, b(2) 6, (3) b(3) = 6, a(4) = 6, b(4) = 18,

a(5) =18, b(5) = 30, a(6) = 30, b(6) = 66, a(7) = 66, b(7) = 126 a(8) = 126. (2 pont)
Tehat a feladat kérdésére a valasz 126. (1 pont)
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Osszesen: 7 pont

3. megoldas

Tegyiik fel, hogy az els6 (és igy az utolsd) gyongyszem kék. Megszamoljuk az ilyen eseteket, majd
szorzunk harommal, mert piros és zold is lehet az els§ gyongy. (1 pont)
Felsoroljuk, hogy hol lehet még kék gyongy a sorban (a kék gyongyszemek szama szerint csopor-
tositva az eseteket).

K.X..
..K.K.
.K. .K.
Koo,

WKL

[ ]
= o= o= o= R R N
= o= o= =R o= = =

(3 pont)

Minden pontozott ,szakasz” (két kék gyongy kozotti rész) kétféle lehet, mert a kezdd szin eldon-
tése utan valtogatni kell a szineket. Tehat ha k ,szakasz” van, akkor 2F a szinezések szama az
adott esetben. Igy Osszesen 322 +4-22 4+ 1.2 = 24 4+ 16 + 2 = 42 eset van, amikor kékkel
kezdiink. (2 pont)
Tehat a lehetGségek szama 3 - 42 = 126. (1 pont)
Osszesen: 7 pont

4. megoldas

Irjuk fel egy kérvonalra a piros, kék és zold szineket. Egy jo gyongysornak megfelel egy lépés-
sorozat a korvonalon, ahol minden lépésben az 6ramutatd jarasaval megegyezd vagy ellenkezd
irdnyban lépiink, és a végén ugyanoda lyukadunk ki, ahonnan indultunk. (2 pont)
Ez azzal egyenértéki, hogy az éramutatd jarasaval megegyezs és ellentétes 1épések harmas ma-
radéka megegyezik. Mivel Osszesen 7-et 1épiink, igy a lehetGségek: 5 1épés az éramutato jardsaval
megegyezl iranyban, 2 ellentétesen, illetve ez az eset a megegyez6 és ellentétes szavakat felcse-

rélve. (2 pont)
Mivel barmely szinrél indulhatunk, a valasz: 3(7-6/2 +7-6/2), (2 pont)
ami 126. (1 pont)

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A helyes eredmény kozlése indoklas nélkiil 3 pontot ér.
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. Egy téglatest minden élének hosszisaga egyjegyl pozitiv egész szam. Minden lapra rairtuk a
teriiletét. A lapokon 1év6 szamok reciprokait dsszeadva az eredmény % Mekkordk a téglatest
élei?

Megoldas Jelolje a téglatest éleit z,y, 2. Igy a feltételt kifejezhetjiik az alabbi modon:
2 2 2 2

Ty  yz  zx T
ahonnan rendezés utan adodik, hogy

T(x+y+2) =1y

(2 pont)
A bal oldal oszhat6 7-tel, igy a jobb oldal is. De mivel az élek hosszisaga egyjegyd egész széam,
a 7 pedig prim, igy valamelyik élhossznak 7-nek kell lennie. (2 pont)
Legyen ez mondjuk a z. Igy az alabbi egyenlethez jutunk:
Ty + 7=y,
ami szorzatta alakitassal az aldbbi alakra hozhatunk:
(e —1)(y—1)=8.
(2 pont)

Tegyiik fel, z > y, azaz az els6 tényez6 legalabb akkora, mint a masodik. Figyelembe véve, hogy
a bal oldal tényez6i nemnegativak, igy a lehetséges felbontasok:

8-1; 4-2
ahonnan rogtén adodnak a megoldasok: (9;2;7) és (5;3;7). (1 pont)
Természetesen ezek barmely mas sorrendje is j6 megoldas, hiszen a z = 7, illetve x > y feltételek
onkényesek voltak, az ismeretlenek szerepe pedig szimmetrikus. Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Mivel egyjegyl pozitiv egész szamokrol van sz6 a feladatban, az o +y + 7 =
xy egyenlet probélgatéissal is megoldhatd, természetesen az ilyen megoldasokért is maximaélis
pontszam jar.
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5. Tamas 9 konyvet vaséarolt, amelyeknek az ara csupa kiilonb6z6 2-hatvany volt. A boltban olyan
akcio volt, hogy barmely 3 konyvbdl a legolesobbat ingyen kapta a vasarld. Hany kiilonb6zé aron
kaphatja meg Tamés a 9 konyvet? (A végosszeget ne kerekitsiik.)

Megoldas
Barmilyen modon végzik is el a konyvek csoportositasat, a legolesobb konyvet ingyen kapja meg
Tamaés, mig a két legdragabbat ki kell fizetnie. (1 pont)

Helyezziik el a konyveket egy sorban araik szerint névekvs rendben, balrol kezdve a legolcsdbbal.
Jeloljiik meg azokat a konyveket, melyeket Tamas ingyen kaphat. Az alabbiakban felsoroljuk a
lehetséges eseteket (1 jeloli az ingyenes konyveket):

e laalbblcc
e lalabblcc
e llaabblcc
e laalblbcc
e lalablbcc
e llaablbcc
e laallbbcc
e lalalbbcc
e llaalbbcc
e lallabbcc
e llalabbcce
e 11laabbcc

A kitoltés logikaja: minden 1-estdl jobbra legyen két nem ingyenes konyv, mely csakis hozza
tartozik, ezeket jelolik az a, b és ¢ betik. (1 pont)
Az el6z6 felsorolasban nem szerepld esetbdl csak harom van, és ezekben a legolcsobb és a maso-
dik legolcsobb ingyenes konyv kozott legalabb hédrom nem ingyenes kényv van, ami lehetetlen.
(2 pont)
Mar csak azt kell megvizsgalni, hogy az ingyen kapott kényvek 6sszara hany esetben kiilonbozik.
Mivel a legolcsobb minden esetben ingyenes, igy a masik ketts ara a lényeges, foglalkozzunk csak
azokkal. Ha két olyan csoportositast néziink, melyben az egyik ingyenes konyv kozos, akkor a
mésik ingyenes konyv nem az, igy ekkor més-mas arat jelent a két csoportositas. (1 pont)
Ezek utan tekintsiink két olyan csoportositast, melyben a két-két ingyenes konyv mas-méas. Most
hasznaljuk ki azt, hogy a konyvek arai kiillonbo6z6 2-hatvanyok. Legyenek az egyik csoportositas-
ban szerepld ingyenes konyvek arai 2%, 2Y, a masikban pedig 2%, 2%. Tegytik fel, hogy koziiliikk 2
a legnagyobb. Ekkor:
2u — 2u—1 + 2u—1 > 2:v + 2y’
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felhasznalva, hogy x és y kiilonbozdek, és legfeljebb u — 1-gyel egyenlSk. Ez azt jelenti, hogy
ekkor is kiilonbozs arat fizettiink a harom-harom koényvért. Belattuk hat, hogy a felsorolt 12
csoportositas mindegyikében mas-mas az ingyenes konyvek ara, vagyis a kifizetends konyvek ara
is egyben. (2 pont)
A valasz tehat: 12. (1 pont)

Osszesen: 7 pont
Megjegyzés: Annak igazolaséanal, hogy kiilonbozé kivalasztasoknal mas és més arat fizetiink a
kilenc konyvért, arra is lehet hivatkozni, hogy a kettes szdmrendszerben méas és mas modon felirt
szamok értéke mas és més lesz.

A feladatokat 6sszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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