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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

HETEDIK OSZTALY

1. Egy pozitiv primszamokbol allo, néveked§ sorozatban az egyméast kdvets tagok kiilonbsége 12.
Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

1. megoldas

Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel noévekszik az egyesek helyén all6 szamjegy.
Ha péaros szdmmal kezd6dik a sorozat, akkor csak egy elemt lehet, mert a 2 az egyetlen paros
prim. Az utolsé szamjegyek tehat az {1,3,5,7,9} halmazbdl keriilnek ki. Raadasul valahonnan
kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl &ll, akkor szerepel benne az 5, mint utols6é szamjegy. Ekkor
a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végz6ds prim. Az 5 viszont csak az els

elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb sorozat tehéat:
5,17,29,41,53.

2. megoldas

Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 tagbol all. Vegyiik észre, hogy a p, p + 12, p + 24, p + 36
és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert a lehetséges kiilonbségeik
12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-6s maradékbol 5-féle van, az egyikiik oszthato
5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrsl van szo6.

Tehat a legalabb 5 taghol allo sorozatnak igy kell kezdddnie: 5,17,29,41,53, ami mind prim,
tehat 5 tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kovetkezs szam, a 65 nem
primszam.

2. Az ABC szabalyos haromszog BC' oldalanak belsé pontja X, C'A oldalanak belss pontja Y, AB
oldaldnak belsé pontja Z. Hény darab egyenl$ szari haromszog lehet az AYZ, BXZ, CXY,
XY Z haromszogek kozott? Az Osszes lehetGségre mutass példat.

Megoldas
Az AYZ, BXZ, CXY haromszogeknek van 60°-os szoge, igy ezek akkor és csak akkor egyenld
szaruak, ha szabalyosak is.

0 egyenls szart haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez legkdzelebbi, Y a C-hez legkoze-
lebbi negyedelépont, Z pedig a B-hez legkozelebbi nyolcadolopont. Ellenérizhets, hogy az XY Z
haromszog oldalai paronként kiilonbozd hosszusaguak, és nem parhuzamosak ABC oldalaival.
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1 egyenld szart haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez, Y a C-hez, Z az A-hoz legkozelebbi
negyedel6pont a megfelel§ oldalon. Ekkor az XY Z haromszog a szimmetria miatt szabalyos, igy
egyenld szartu, mig a mésik harom nem lehet szabalyos, tehat egyenld szara sem.

2 egyenld szari haromszoget kapunk, ha példaul X és Y a C-hez legkozelebbi negyedelGpont
a megfelel§ oldalon, Z pedig az AB felez6pontja. A szimmetria miatt XY Z és CXY egyenls
szaruak, a masik két haromszog viszont nem lehet szabalyos, tehat egyenls szard sem.

4 egyenl§ szari haromszoget kapunk, ha X, Y és Z rendre a megfelel§ oldalak felez6pontjai,
ekkor mind a 4 haromszog szabalyos is.

C C
Y Y
X X
A 7 B A 7 B
C C
Y X
Y X
A 7 B A 7 B

Pontosan 3 egyenld szart haromszoget nem kaphatunk. Ha 1étezne a pontoknak ilyen megvélasz-
tésa, akkor az AY Z, BXZ, CXY haromszogek kozott lenne legalabb két egyenld szara, amelyek
igy szabalyosak is lennének. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek BXZ
és CXY. Ekkor az AZXY négyszog paralelogramma, amelyet az Y Z atloja oszt fel az AY Z és
XY Z haromszogekre. Ezek tehat egymas kozéppontos tiikorképei, igy vagy mindketts egyenls
szaru, vagy egyik sem. Tehat 2 vagy 4 egyenld szart haromszogiink van, ami ellentmondas.

. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezs jatékot jatsszéak: felvaltva torolnek egy-egy
szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad. Ha a nyolc torlés barmelyike
utan a szamjegyeket Osszeolvasva a szam oszthatd néggyel, B nyeri a jatékot, egyébként pedig
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A. Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja? Ha van, adj is meg egy nyerd stratégiat.
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthato 4-gyel.)

1. megoldas
Megmutatjuk, hogy B-nek van nyerd stratégidja.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot térol, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a szam
20-ra végzidjon. Ha A az els6 1épésben 2-nél kisebbet torol, akkor B a méasik 2-nél kisebb jegy
torlésével eléri, hogy a szam 32-re végzddjon. Mindkét esetben B nyert.

Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor tordlje B az l-est, a megmaradd szam igy
8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szémot torol, akkor B a 3-as torlésével
eléri, hogy a szam 40-re végz6djon, ekkor is B nyer.

Tehéat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmarad6 szam 8765N,
ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-nél nagyobb szamot tordl, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddés 6N legyen,
ami 4-gyel oszthatd. Ha A az 5-0st torli, a végzédés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a 4-est torli,
akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzddés, ekkor is 6 nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor torolje B az 5-0st, megmarad 87N.

Ekkor barmit is lép A, az utolso 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthatd szam, megnyeri a jatékot.

2. megoldas

B szdmara egy lehetséges nyers stratégia a kovetkezs: torolje sorra az 1, 3, 5, 7 szdmjegyeket.
Ha ezek koziil valamelyik méar kordbban torl6dott, akkor helyette B tetszéleges maésik jegyet
torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték sorédn valamikor biztosan 4-gyel oszthato
szamot kapunk.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1-es torlése utan a kapott
szam 20-ra vagy 32-re végzidik, tehat 4-gyel oszthato. Ha A az 1-est torli, azonnal 4-gyel oszthato
szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A els6ként a 2-es jegyet torolte.

Héarom lépéspar utdn a megmarado6 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szdmok koziil keriilhet Kki.
Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szamok mindegyike oszthato
4-gyel. Ha a 7 mar torl6dott, akkor a szam végzidése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel oszthato
szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utols6 1épéspar utan csak a 8,
4, 0 szamok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. Igy B minden esetben
megnyerte a jatékot.

. Egy 7 {6s rablobanda rabolt egy zsdk aranyat. Szétraktak az asztalon, majd igy osztoztak: elGszor
egyikiik megszamolta az aranyakat, majd elvett annyit, amennyi e szam a szamjegyeinek 6sszege.
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Ezutan a jobb oldali szomszédja a maradékot szdmolta meg, s elvett annyi aranyat, amennyi e
szam jegyeinek Osszege, s igy folytattak tovabb. Azt tapasztaltdk, hogy épp akkor fogyott el,
mikor mindenki ugyanannyiszor vett mar, s6t, mindenkinek ugyanannyi arany jutott a vezért
kivéve. Ohozzé tobb arany keriilt. Tudjuk még, hogy 200-nal nem fér tébb arany egy zsakba.
Hany arany lehetett kezdetben, és hanyadikként vett a rablovezér?

Megoldas

Egy szam 9-es maradéka megegyezik szamjegyei Osszegének 9-es maradékaval. Ez azt jelenti,
hogy az els6 kivétel utan 9-cel oszthato lesz a zsakban 1évG aranyak szama, és ez a tulajdonsag
a kés6bbiekben is megmarad. A 200-nal nem nagyobb 9-cel oszthaté szamok kozott az aldbbi
atmenetek lehetségesek, ha a szamjegyek 6sszegével csokkentiink:

198 — 180 — 171 — 162 — 153 — 144 — 135 — 126 — 117

) {

189 108

+

18 + 27 <+ 36 <+ 45 <+ b4 <+ 63 <+ 72 <+ 81 <+ 99
{ )
9 — 0 90

Mivel mind a 7 rabl6é ugyanannyiszor vett, ezért a kivételek szdma 7-tel oszthato, azaz az 1. kivétel
utan kapott szam csak olyan (9-cel oszthato) szam lehet, ahonnan 7-tel osztva 6 maradékot ado
szamu lépésben jutunk el a 0-hoz. A fenti dbrardl leolvashato, hogy a 198, 126, 54 értékek
johetnek szoba. 198 arany csak tigy maradhat 1 lépés utan, ha 200 aranyrél indulunk. Ekkor az
els6 rablo 2 + 9 + 9 = 20 aranyat, a masodik rablé 18 + 9 + 9 = 36 aranyat, a harmadik rablo
9 + 9+ 9 = 27 aranyat kapna. Igy nem teljesiilne, hogy a vezért kivéve mindenki ugyanannyit
kap, ez az eset tehat nem ad megoldast.

Ha az els6 lépés utan 126 arany maradt, akkor a tovabbiakban mindig 9 aranyat vesznek ki,
kivéve az 5. rablot, aki az els kivételénél 18 aranyat kap. Ekkor tehat a 2., 3., 4., 6. és 7. rablo
18 aranyat kap Osszesen, az 5. rabld 27-et. Csak akkor teljesiilnek a feltételek, ha az 1. rablo is
18 aranyat kap Osszesen, azaz kezdetben 135 arany volt, és a vezér 5. volt a sorban.

Ha az els6 1épés utan 54 arany maradt, akkor innent6l mindenki csak egyszer vesz el 9 aranyat. A
vezér tehat csak az 1. rablo lehet, és mivel neki tobbet kell vennie, az aranyak szama kezdetben
64, 65, 66, 67, 68 vagy 69 lehet. Mas megoldas nem lehetséges.

A feladatokat 6sszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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