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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 1. nap

HETEDIK OSZTALY

1. Elsallithato-e a 22222244444 szam 0t egymast kovets egész szam szorzataként?

1. megoldas

Ot egymast kovets szam koziil mindig van (pontosan) egy, amelyik oszthaté 5-tel. Az 6t szam
szorzata ennek tobbszorose, igy maga is oszthato H-tel. Egy szdm pontosan akkor oszthato 5-tel,
ha az utolso jegye oszthato 5-tel. Mivel a 4 nem oszthatod 5-tel, igy a 22222244444 sem. Mivel
Ot egymast kovets egész szam szorzataként csak 5-tel oszthatod szamok allithato els, a kérdéses
elgallitas nem létezik.

2. megoldas

Az el6z6 megoldéshoz hasonlé gondolatmenet a 3-mal valé oszthatosagra is alkalmazhato: 6t
egymast kovetd szam kozott mindig van hdrommal oszthato is, igy a szorzat is oszthatd 3-mal.
Azonban a 22222244444 nem oszthatd 3-mal, mivel szamjegyeinek Osszege (32) nem oszthatd
3-mal. Igy az elsallitas nem lehetséges.

2. Van egy négy szambol allo halmazunk. Minden lépésben egy 1j négyelemi halmazt készitiink
ugy, hogy az Osszes lehetséges modon elkészitjiik a meglévé halmazbol harom szam Osszegét.
Hérom lépés utan a {63, 68,69, 70} halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam?

1. megoldas

Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 Gj elem létrehozasakor hasznalunk fel. Emiatt
minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63 + 68 4+ 69 + 70 = 270. Emiatt egy lépéssel korabban az 6sszeg
90, azt megelézGen 30, és a kiindulé halmazban pedig 10.

Egy 1épésben keletkezd 1j szamok olyanok, hogy egy régi elemmel kisebbek az el6z6 4 szam
osszegénél. Igy ha a végén a legkisebb szamnal 5-tel, 6-tal illetve 7-tel nagyobb a tobbi, akkor
az el6z6 lépésben a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, 7-tel kisebb volt a tobbi, még eggyel korabban
ismét ennyivel nagyobbak, mint a legkisebb, és a kiindulaskor pedig ennyivel kisebbek, mint a
legnagyobb.

Kerestink tehat négy egész szamot, amiknek az 6sszege 10, és a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, illetve
7-tel kisebb a masik 3. Ilyen szamnégyes csak a 0,1,2,7.

2. megoldas
Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 Gj elem létrehozasakor hasznalunk fel. Emiatt
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minden lépésben a halmazban 1év6 szamok Gsszege 3-szorosa a megel6z6 halmazban 1év6 szamok
Osszegének. A végén az Osszeg 63+68+69+70 = 270. Emiatt egy 1épéssel korabban az 6sszegnek
90-nek kellett lennie. Ebben az utols6 lépés el6tti halmazban a harom legnagyobb szam Gsszege
70, ezt a 90-bdl kivonva megkapjuk, hogy ekkor a legkisebb szam a 20 volt.

Ugyanigy a tobbi elem is meghatarozhato: 90 — 69 = 21, 90 — 68 = 22 és 90 — 63 = 27. Hasonlo
gondolatmenettel kapjuk, hogy még egy 1épéssel korabban 30 volt az Gsszeg, a szamok pedig 3,
8,9 és 10. Ugyanigy adodik, hogy az els6 1épést megel6zGen 10 volt az Osszeg, az eredeti négy
szam pedig 0, 1, 2 és 7.

3. megoldas
Legyen az eredeti halmaz {a;b;c;d}, ahol a < b < ¢ < d. (Ez utébbi feltételezhets, mert egy
halmaz elemei kiilonboznek.) A harom lépés igy modositja az elemeket:

{a;b;¢;d} —
{a+b+e¢; a+b+d;, a+c+d, b+c+d} —
{3a4+2b+2c+2d; 2a+3b+2c+2d; 2a+2b+3c+2d; 2a-+2b+2c+ 3d} —
{Ta+Tb+Tc+6d; Ta+Tb+6c+7d; Ta+6b+ Tc+7d; 6a+7b+ Tc+ 7d}
Az eredeti feltétel miatt a kapott négyesek is kiilonb6z6 szamokbol allnak. Ha az eredeti hal-

mazban S = a + b+ ¢+ d a szamok Osszege, akkor a 1épések utan kapott halmazok elemeinek
Osszege rendre 35, 95 és 27S5. Innen 275 = 63 4+ 68 4+ 69 + 70 = 270, vagyis S = 10.

Az utols6é halmazban az elemek
{7S—d; 7S—¢ 7S—-b; 7S-—a},

ezek 70-nél éppen d-vel, c-vel, b-vel és a-val kisebbek és ez a halmaz megegyezik a {63;68;69; 70}
halmazzal. Innen az eredeti négy szam: {0;1;2; 7}.

. ABCDEF egy szabalyos hatszog, melynek teriilete 1 teriiletegység. (Az abécé szomszédos betii a
hatszog szomszédos cstcsait jelolik.) X a C'D oldal felez6pontja, Y pedig az E'F oldalé. Mekkora
az ABC XY F hatszog teriilete? (A szabélyos sokszogek minden oldala és szoge egyenld.)

Megoldas

Jelolje a hatszog oldalanak hosszat a. Tudjuk, hogy a hatszdg hat darab szabalyos haromszoghdl
all, igy FC = 2a. Mivel YX az FCDE trapéz kozépvonala, ezért Y .X = Q‘Bj = %a. Ha m
jeloli a szabalyos haromszogek magasségat, akkor a feltétel értelmében

1
1=6- ? = am = 3
Azt is tudjuk tovabba, hogy az FCXY trapéz magassaga . Ezek utan a kérdéses teriilet:
1 2a+3 17 19
T(ABCXYF) = T(ABCF) + T(FCXY) = 5 + ¢ - 22 S =+ gam= o
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4. Egy tobbjegyid pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy, és
béarhol kettévagva a kapott két szam koziil az egyik osztja a mésikat. Példaul az 1442 kiilonleges,
mert az 1 osztdja a 442-nek, a 14 osztoja a 42-nek, és a 144-nek osztoja a 2. Hany kiilonleges
szam van 800 000 és 900 000 kozott?

Megoldas

Egy szam pontosan akkor oszthatd 8-cal, 4-gyel, illetve 2-vel, ha az utols6 harom, kettd, illetve
egyetlen szamjegyéhdl alkotott szam oszthato a szoban forgd szammal. Jelolje a kérdéses szamot
Sabcde.

Mivel 8 | abede, ezért 8 | cde, 4 | de és 2 | e.

Mivel e | 8abed, ezért 2 | d, és mivel 4 | de | S8abe, ezért 4 | be és 2 | c.

A 8ab és cde szamok koziil valamelyik osztja a masikat, am 8ab onmaganal nagyobb tobbszorosei
legalabb négyjegytiek, igy cde | 8ab. Ezért 8 | cde | 8ab, amibdl 8 | ab, igy 2 | b.

Mivel 2 | d és 4 | de, ezért 4 | e. Ebbdl 4 | e | S8abed, igy 4 | cd. Mivel 2 | ¢, ebbél 4 | d is
kovetkezik.

Mivel 4 | bc és 2 | b, ezért 4 | c.

Mivel 2 | ¢ és 4 | d, ezért 8 | cd0, igy 8 | cde-bél 8 | e is kivetkezik. Mivel a szamban nincs 0
szamjegy, ezért e = 8.

[gy e = 8 | 8abed miatt 8 | bed, és mivel 2 | b és 4 | ¢, ezért 8 | bc0. Tehat 8 | d, igy mivel a
szam nem tartalmaz nullat, d = 8.

Ig_y cde = 488 vagy cde = 888, azonban elébbinek nincs 8ab alaki tobbszorose, utobbibol pedig
8ab = 888 kovetkezik. Tehat 800 000 és 900 000 kozott egyetlen kiilonleges szam van: a 888 888.

5. Beirtuk egy 6 x 6-os tablazat mezsibe az egész szamokat 1-t6l 36-ig tigy, hogy az egymast kdvetd
szamok oldalszomszédos mezdkbe kertiltek, de a 4 tobbszoroseit tartalmazo mezéknek nincs k6zos
csucsa.

(a) Mutasd meg, hogy ekkor a 36 csak valamelyik sarokmezsbe keriilhetett!
(b) Adj példat a feltételeknek megfelels kitoltésre!

Megoldas

Osszuk fel a 6 x 6-os tablazatot 9 darab 2 x 2-es tablazatra. Egy ilyen 2 x 2-es tartoményban nem
allhat egynél tobb 4-gyel oszthat6é szam, hiszen ekkor a mez&iknek lenne kézos csicsa. Mivel 9
darab 4-gyel oszthato szam van, ezért a fentiek miatt minden 2 x 2-es részbe pontosan egynek
kell koziiliik keriilnie.

Szinezziik ki a tablazatot sakktablaszertien. Lathato, hogy ha egy mez&rsl mindig oldallal szom-
szédos mezére lépve 4 lépésben eljutunk egy mésik mezdre, akkor a két mezd biztosan azonos
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szind. Ebbdl kévetkezik, hogy a 4-gyel oszthatd szémokat tartalmazé mezék mind azonos szint-

ek.

Vizsgaljuk a kozéps6 2 x 2-es részt. Forgassuk gy a tablazatot, hogy az ebben a részben szereplé
4-gyel oszthato szam (4k) a jobb alsé mezdbe keriiljon.

X |Y

4k || X |4l

X | X X |Y
Y 4m | Y 4n

Ekkor az abran X-szel jelolt mezébe a szomszédsag miatt, az Y-nal jelolt mezdkbe a szinezés
miatt nem keriilhet 4-gyel oszthato szam. Igy a 41, 4m, 4n jelzést mezék biztosan 4-gyel oszthato
szamokat tartalmaznak. Ekkor a 4n —2 és 4n + 2 szamok csak olyan mezére keriilhetnek, amely
2 lépésben elérhets 4n-t6l, és nem 4-gyel oszthato szam van rajta. Egyetlen ilyen mez6 van, ezért
csak az egyik szam keriilhet beirasra, ami csak akkor teljesiil, ha 4n = 36. Tehat a 36 csak az
egyik sarokmezGébe keriilhetett, hiszen a forgatas utan a jobb alsé sarokban kell lennie.

Egy példa a megfelel§ kitoltésre:

10 | 11 | 14
2312219 |18 | 15
241212017 | 16

=N Ol i
D
\]

271281293233 | 36

A feladatokat 6sszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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