KEZDOK
Els6 fordulo

Mindharom kategoria

1. Aladar és Béla egyiitt iinnepli sziiletésnapjat 2006-ban. Aladar pontosan
kétszer annyi idés, mint Béla. Aladar sziiletési évének utolsd két szamjegyét
felcserélve éppen Béla sziiletési évét kapjuk. Mennyi idések most? (6 pont)

2. Rest Elek nem késziilt a dolgozatra, de tudta, hogy ugyanazokat a fel-
adatokat szoktak kapni, mint a parhuzamos osztaly, legfeljebb mas sorrendben.
Megtudta, hogy a parhuzamos osztdlyban A, C, D, B voltak a helyes valaszok.
Igy 6 is ezt irta le valamilyen sorrendben. Mennyi annak a valoszintsége, hogy
a) nem lesz jo valasza; b) pontosan 1 jo valasza lesz; ¢) pontosan 2 jo valasza
lesz; d) pontosan 3 jo valasza lesz; e) mind a négy valasza jo lesz? (6 pont)

3. Hanyféleképpen lehet (a tizes szdmrendszerben) a 2006-ot legalabb két
egymaést kovets pozitiv egész szam Osszegeként felirni? (8 pont)

4. Az ABCD derékszogt trapézban AB parhuzamos C D-vel, AD mer&leges
AB-re és AB = AD = 2CD. Jelolje M az AC' és BD atlok metszéspontjat, és F
az AD oldal felez6pontjat! Bizonyitsa be, hogy M F merdleges BC-re!(10 pont)

5. Oldja meg a
pita=r
egyenletet, ha p, ¢, r pozitiv primszamok! (10 pont)

Masodik (dént6) forduld

I. kategéria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé
kozépiskolai tanulok

1. Igazolja, hogy 9" +8" 4+ 7" +6" — 4™ — 3" — 2" — 1" barmely n természetes
szam esetén oszthato 10-zel!

2. Adott egy hegyesszig tartomany belsejében a P pont. Szerkesszen P-n
4t olyan egyenest, amely mind a két szOogszarat metszi és a szogtartomanybol a
legkisebb teriiletii haromszoget metszi ki!

3. Igazolja, hogy ha az z valés szamra 3 < z < 16, akkor:

VE+5+vV2x— 6449 — 3z < 12.

II. kategoria: T6ébb, mint heti 3 6raban matematikat tanulé
(nem specialis tantervii) kozépiskolai tanulok



1. Le lehet-e iiltetni egy kerek asztal koré hat olyan embert, akik koziil
mindenkinek pontosan két haragosa van (a harag kélcsénos) agy, hogy senki ne
iljon haragosa mellett?

2. Egy 4 dm éli kocka mindegyik csicsat levagtuk olyan sikkal, amely a
csticsbol indul6 élek felez6pontjaira illeszkedik. Az igy kapott testtel ugyanigy
jartunk el. Mennyi a most keletkezett test felszine?

3. Tekintsiik azokat a 9-jegy szdmokat, amelyek az 1, 2, . .., 9 szamjegyekbdl
képezhetsk tgy, hogy minden szdmjegy pontosan egyszer szerepel. Rendezziik
ezeket névekvs sorba, majd vegyiik a szomszédos szamok kiilonbségét! Melyek
azok a szamok, amelyek a kapott szamok kozott paratlan sokszor szerepelnek?

III. kategoria: Specialis tantervii osztalyokban tanulék

1. Aladar és Béla a kovetkezd jatékot jatsszak. Felvaltva mondanak egy-egy
pozitiv egész szamot, azzal a megkotéssel, hogy a kimondott szdm mindig kisebb,
de legalabb fele akkora legyen, mint az eléz6leg elhangzott szam. Az gy6z, aki
el6szor mondja ki az 1-et. Aladar a 2006-os szammal kezdi a jatékot. Mit kell
erre mondania Bélanak, ha azt akarja, hogy biztosan nyerjen?

2. Adott egy egységsugart kor. Tekintsiik azokat a korbe irhat6 2006-sz6geket,
melyek belsejiikben tartalmazzak a kor kdzéppontjat. Bizonyitsuk be, hogy min-
den ilyen sokszog keriilete nagyobb, mint 4 egység!

3. Igazolja, hogy ha a p és a ¢ pozitiv egész szamokra fennall a p? = ¢’
egyenlGség, akkor p = q.
HALADOK

I. kategéria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanuld
kozépiskolai tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1 1
1. Hany olyan egész szamokbol allo (z;y) szampar van, amelyre — + — =
r oy

.m0
5005 teljesiil?

2. A szultan kastélya egy négyzet alaku teriileten épiilt, és félhold alaka t6
veszi koriil, az dbrdn lathaté médon.

ot




A tavon két hid vezet at, melyek egyenese atmegy a négyzet kdzéppontjan.
A hidak hossza 5 és 9 méter.
Mekkora a négyzet alaku teriilet?

3. Ha z < —1, akkor mi az

1 12
. (—m*;) ( 1 )‘1
S | 1 -
T ol -z

kifejezés legkisebb értéke?

4. Az ABC haromszogben AA;, BBy, CCy magassagok, AAs, BBy, CCy
salyvonalak. Bizonyitsuk be, hogy az A; B1Cy A1 B2Ch As torottvonal hossza az
ABC héaromszog keriiletével egyenld!

5. Hatarozza meg azokat az egész szamokbol allo (x;y) szampérokat, ame-
lyek kielégitik a kovetkezd egyenletet:

(x+2)" —a* =47

Masodik fordulé

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a (\/5 — 1)6 =vVm—-vm-—1
egyenletet!

2. Igazoljuk, hogy ha egy derékszogi haromszog silyvonalaib6l — mint ol-
dalakbol — derékszogt haromszog szerkeszthets, akkor a szerkesztett haromszog
hasonlé az eredeti haromszoghoz.

3. Milyen n pozitiv egész esetén oldhatd meg az alabbi egyenletrendszer:

r+y+z=1

pyz = 2" ha z,y,z € Z?

4. Vialasszunk ki egy kocka cstcsai koziil az 6sszes lehetséges médon harmat,
és tekintsiik a csicsok altal meghatarozott haromszogeket! Mekkora a kapott
derékszogii haromszogek szamanak és az Gsszes haromszog szaimanak ardnya?

Harmadik (dontd) fordulo

1. Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszert a valds szamok halmazan!

I. (z+y)° =2z,
II. (y+2)° =z,
11 (z+2)°=y.



2. Az AB szakasz egy bels§ pontja C, amire AC > CB. Az AB és BC
szakaszok, mint atmérs f6lé (AB azonos oldalén) félkoroket rajzolunk, legyenek
ezek rendre ky és ko. Az AB-re C-ben éllitott merdleges m. A k kor érinti az m
egyenest, a ko félkort kiviilrsl, a ky félkort pedig beliilrdl. Legyen k kézéppontja
O, és jeldlje k és ko érintési pontjat E. Végiil az OF egyenes és m metszéspontja
M.

Mutassuk meg, hogy AC = EM!

3. Nevezziink egy halmazt csonkdnak, ha nincs két — nem feltétleniil kiilon-
b6z6 — elem a halmazban, aminek az Gsszege is eleme a halmaznak. Mekkora az
{1,2,3,...,2n + 1} halmaz maximalis elemszamu csonka részhalmaza?

I1. kategéria: T6ébb, mint heti 3 6raban matematikat
tanulé (nem specialis tantervii) k6zépiskolai tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. Az a és b valos szamra a? + b? = 1 teljesiil, ahol ab # 0. Hatarozzuk meg
az
1 1
1+ P 1+ 2

2. Az AB alapu egyenl$ szart haromszog alapjanak felezépontja F', suly-
pontja S, magassagpontja M, beirt kore k. Ha FM = V6 és S illeszkedik k-ra,
akkor mekkora a haromszog keriilete?

szorzat minimumat.

3. A Piramis Bank elnoke a kiilvarosbol jar be munkahelyére dolgozni. Hét-
kéznapokon egy sof6r jon érte, aki minden nap ugyanabban az idépontban indul
a banktol, felveszi az elnokdt, és pontosan nyitasra megérkeznek. Egyik reggel a
sofér telefonélt, hogy valami baj van az autoval, ezért valosziniileg késni fog. Az
elnok emiatt a szokottnal egy oraval korabban, gyalog indult munkéiba. A sof6r
kdzben megjavitotta az autot, és mégis el tudott indulni a szokasos idépontban,
igy utkozben talalkozott a bankarral. Felvette, és nyités el6tt 20 perccel érkeztek
a bankhoz.

Mennyi ideig sétalt a bankar? (Feltehetjiik, hogy az auté sebessége allando
és az utas felvétele nem jar idGveszteséggel.)

4. Egy ABC hegyesszogi haromszog belsejében egy tetszbleges O pontbol
merdlegeseket bocsatunk az AB, BC és C A oldalakra. A talppontokat rendre
jeloljik R-rel, P-vel és Q-val. Rajzoljunk kifelé négyzeteket az RB-re, PC-re és
AQ-ra.

Mekkora a harom négyzet teriiletének Osszege, ha tudjuk, hogy AR = 7,
BP =5¢s CQ =67



5. Hatarozza meg azokat az egész szamokbol allo (x;y) szampérokat, ame-
lyek kielégitik a kovetkezs egyenletet:

(z+2)* — a2t =

Masodik fordulé

1. Hatarozza meg az a, b, c egészek értékét ugy, hogy a kovetkezs egyenlGség
minden valos z-re teljesiiljon:

(x—a)- (r—10)+1=(x+b) - (z+c).

2. A ¢ teriiletii, m magassagi ABC D hurtrapéz alapjai AB és CD, az atlok
metszéspontja M, a trapéz koriilirt korének kozéppontja O. A BC oldal fele-
zépontja E, az AD oldalé pedig F. Bizonyitsuk be, hogy ha t = m?, akkor az
OFEM F négyszog rombusz.

z? -1

3. Hatarozzuk meg a valds szamok halmazan értelmezett =
rozzuk meg a v: ZAm mazan értelmezett f(x) P w—

fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét!

4. Az (a,) szamsorozatot a kovetkezd modon hatérozzuk meg: a; = a, ahol
az ,,a”’ szam pozitiv egész szam, n > 1 esetén pedig
1 ) )
= Qp, ha a, péros szam,
an1 = 2
2a, + 2, ha a, paratlan szam.

— 92006

Bizonyitsuk be, hogy a + 5 esetén a sorozatnak tagja az 1, 2, 3, 4, 5

szadmok mindegyike.

Harmadik (dontd) fordulo

1. Egy négyzet egyik oldalara az dbrdn lathaté moédon harom kisebb négy-
zetet rajzoltunk. Kossiik Ossze a nagy és a kozépss kis négyzet kézéppontjit,
valamint a két széls§ négyzet kozéppontjat. Bizonyitsa be, hogy ezek a szaka-
szok derékszoget zarnak be!




2. Milyen n természetes szamra igaz, hogy a 42995 4 42006 4 4" $gszeg értéke
négyzetszam?

3. Egy kiilonleges szamologép legfeljebb 10-jegyt nemnegativ egész szamok-
kal tud dolgozni. Két mivelet van a gépen. Az ,N” miivelet négyzetre emel, a
,T” mivelet pedig levagja a szam utolso (egyesek helyén &llo) jegyét, ha a szam
legalabb kétjegyt.

Egy alkalommal valaki egy legfeljebb haromjegyii szambol kiindulva, t&bb
mivelet végrehajtdsa utan, a 2 szamot kapta eredményiil.

Mi lehetett az eredeti szam?

III. kategoria: Specialis tantervii osztalyokban tanulék
Elsé (iskolai) fordulo

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetkezs egyenletrendszert:

=y + 27+, (1)
r=y+z—3. (2)

2. Az AB szakasz A csucshoz kozelebbi harmadolépontja H. Az AHC és
HBD szabéalyos haromszogek az AB egyenes azonos oldalan helyezkednek el.
AD és HC metszéspontja P, BC és HD metszéspontja QQ, AD és BC metszés-
pontja M. Hatarozzuk meg a PQ : AB arany értékét, és bizonyitsuk be, hogy
az M, P, H, QQ pontok egy koérén vannak.

3. Legyen x tetszsleges pozitiv egész szédm, és jelolje f(x) az x szam és
x szamjegyei Osszegének kiilonbségét, ahol f(x) = 0, ha az x szdm egyjegy.
Oldjuk meg az f(f (f(:c))) = 9 egyenletet!

4. Bizonyitsuk be, hogy a
(\/5_1)2006:\/7%_ /m—l

egyenlet megoldhaté a pozitiv egész szamok halmazan!

5. Adott 2n + 3 pont a sikon dgy, hogy nincs 3 egy egyenesen, és nincs 4
egy koron. Bizonyitsa be, hogy mindig 1étezik egy k kor, ami pontosan 3 ponton
megy keresztiil, és n pont van a kor belsejében és n a koéron kiviil!

Masodik (dénts) forduld

1. Az AB atfogoju derékszogi haromszogben AC > BC. A haromszog ko-
réirt, korét a C' csticsbol indulé magassagvonal az E, mig a C-bél indulé belsG



szogfelezs a D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a BC' D E négyszog teriilete
megegyezik az ABC héromszog teriiletével.

2. Definidljuk az x; sorozatot a kovetkezGképpen:
Xr1 = 1,
xk+1:$i+xk, k>1, kelZ.
Bizonyitsuk be, hogy az

1 1 1 1

S = + + o ———
1+z1 14z 1423 1+ x2006

Osszeg 1-nél kisebb!
3. Bizonyitsuk be, hogy az egységnyi oldala ABC D négyzet belsejében vég-
PB PC PD

— - 2 = arianvok mind-
PA PA PA aranyok mind

telen sok olyan P pont van, amelyre igaz, hogy a

egyike racionélis szam.



