KEZDOK
Els6 fordulo

Mindharom kategoéria

1. Igazolja, hogy n® — 10 101n? + 2n — 111 mindig oszthaté 3-mal, ha n
pozitiv egész szém! (6 pont)

2. Az alabbi tablazat két osztily matematika csoportjainak jegyeit tartal-
mazza. Ki tudunk-e cserélni a két csoportban két gyereket gy, hogy a két cso-

port atlaga megegyezzen? (6 pont)
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3. Adottak a sikon az azonos koriiljarasat ABCD és CEFG kozos C csucsu
négyzetek, a B csics nem esik egybe az E-vel és a D cstucs nem esik egybe a
G-vel. Legyen H a BE szakasz felez6pontja! Bizonyitsa be, hogy a C'H egyenes
meréleges a DG egyenesre! (8 pont)

A B

4. Mely z, y és z valos szamokra teljesiil a kovetkezs egyenlGség?

1

21475 (10 pont)

2P 20— 4y +6=

5. Megadhato-e a sikon 5 kiilonb6z6 pont dgy, hogy semelyik harom nem
esik egy egyenesre és barmely harom &ltal alkotott haromszog azonos teriiletd?
(10 pont)



Méasodik (d6ntg) fordulo

I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban matematikat tanulé
szakkozépiskolai és gimnaziumi tanulék

1. Adott a sikon harom nem egy egyenesre es§ pont tugy, hogy az altaluk
meghatéarozott hiromszég nem egyenls szaru. Hanyféleképpen vehetd fel ezen a
sikon az adott pontoktdl kiillonb6zE negyedik pont ugy, hogy az igy kapott négy
pontbdl 4ll6 halmaznak legyen szimmetriatengelye?

2. Az A, B, és C halmazok elemei természetes szamok. Az A-ban a négy-
zetszdmoknal 20-szal kisebb, a B-ben a 10-zel osztva 2 maradékot add, mig a
C-ben a négyzetszamoknal 69-cel nagyobb szamok vannak. Keresse meg azokat
a szamokat, amelyek az A, B, és C halmazok koziil pontosan két halmaznak
elemei!

3. Mennyi a \/(x —3)’ +(y+ 1)+ \/(:z: —7)° + (y + 3)? kifejezés legkisebb
értéke, ha x és y valos szdmok és x + 2y — 1 = 07

I1. kategéria: T6ébb, mint heti 3 6raban matematikat
tanulé szakkozépiskolai és (nem specialis tanterti)
gimnaziumi tanulék

1. Mennyi a \/(:c -3+ y+1)7+ \/(z —7)* + (y + 3) kifejezés legkisebb
értéke, ha x és y valos szdmok és x + 2y — 1 = 07

2. Egy négyszog harom szomszédos oldala egységnyi hosszisagu és az altaluk
bezért szogek 80° és 160°. Mekkora a négyszog masik két szoge?

3. Legyenek p, g és r 3-nal nagyobb primszamok! Bizonyitsa be, hogy a

qr(r —q) +pq(q —p) +rp(p —r)

kifejezés oszthato 48-call
ITI. kategoéria: Specidlis tantervi osztalyokban tanulék

1. Legyen P egy (nem elfajuld) paralelogramma belsé pontja. Hazzunk P-n
keresztiil a paralelogramma oldalaival parhuzamos egyeneseket. Ezek a parale-
logrammét a Ty, Ts, T3, Ty teriiletii részekre bontjak fel gy, hogy T1 < T <
T5 < Ty. Legfeljebb hanyadrésze lehet T a paralelogramma teriiletének?

2. A k, m, n egész szamokra teljesiil, hogy n +1 = k®m — 2km és n + 2 =
(km 4 1)*. Mennyi lehet a kmn + 1 értéke?

3. Ertelmezziik a valés szamok halmazan a kovetkezd fiiggvényeket:

fil@)=|lz| =1 és  fu(x) =|fa-1(z) —n|, ha n>2!



Az f,(z) figgvénynek zérushelyei a —S,, és S,, szamok, ahol S,, az els§ n pozitiv
egész szdm Osszege.

a) Mutassa meg, hogy az f,(x) figgvénynek a —S,, és S, szamokon kiviil
mas zérushelye nincs.

b) Jelolje T'(n) az f, fiiggvény grafikonja és az = tengely kozti teriilet mér-
tékszamat a [—Sy,; Sp] intervallumban. Bizonyitsa be, hogy T'(n) egész szam!

¢) Mely n > 2 egész szamokra lesz T'(n) — T'(n — 1) oszthatd 2005-tel?

HALADOK
I. kategoria: Legfeljebb heti 3 6raban
matematikat tanulé szakkozépiskolai és
gimnaziumi tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Egy valos szam négyzetgyoke legfeljebb mennyivel lehet nagyobb maganél
a szamnéal?

2. Hatéarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amelyre 22 + 19z 4+ 95
négyzetszam!

3. Egy derékszogil haromszog egyik befogoja egy kocka éle, masik befogoja
ugyanennek a kockanak lapatloja. Bizonyitsuk be, hogy a hadromszdgnek van két
egymasra mer@leges silyvonala!

4. Egy 12 egységnyi alapi egyenld szart haromszogbe félkort irunk gy, hogy
a felkor atmérdje a haromszog alapjan van, a félkor ive pedig érinti a haromszog
szarait. Mekkora a félkor sugara, ha a félkériv az alaphoz tartozo magassigot a
csticshoz kozelebbi harmadolopontban metszi?

5. Osszeadjuk egy 2004 jegyt, 9-cel oszthatoé szamnak a szamjegyeit. Az
eredmény szamjegyeit ujra Osszeadjuk, végiil 6sszeadjuk az igy kapott szdm
jegyeit is. Mit kaptunk?

Masodik fordulo

1. Kincskeress miiszeriink hatosugara d méter. (A miszer d sugart kérnye-
zetében 1év6 kincs jelenlétét jelzi ki.) A kincs egy ABC haromszog belsejében
lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC' = 40 m, CA = 50 m. Csak a
haromszog hatardn mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs
jelenlétét, barhol is van elasva?



3463 b
2. Az a, b, ¢ paronként kiillonbozd pozitiv egész szamokra % = er_c
teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor az az + cy = b? egyenletnek mindig van pozitiv

egész szamokbol allo (z;y) megoldasa.

3. Tekintsiik azokat a legaldbb kétjegyii tizes szdmrendszerbeli szdmokat,
amelyeknek els§ szamjegye 1, a tobbi pedig mind egyforma, de nem 0. Ezek
kozott a szamok kozott hany négyzetszam van?

4. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az alabbi egyenletet a és b isme-

retlenre:
1+ 10v2
VAL+10V2 s

=a
V2 -1

Harmadik (d6nté) fordulo

1. Egy sakk-korversenyen csak nagymesterek és mesterek vettek részt. Az
utobbiak szdma 3-szor annyi volt, mint a nagymestereké, elért pontjaik egyiittes
szama pedig 1,2-szerese volt a nagymesterek pontszamai 6sszegének. A jatékosok
kétszer jatszottak egymassal (egyszer sotéttel, egyszer vilagossal), gyGzelemeért
1 pont, dontetlenért 0,5 pont, vereségért 0 pont jart. A verseny végén volt-e az
elsG 3 helyezett kézott mester?

2. Az ABCD négyszog egységnyi teriiletti. Az ABC, BCD, CDA, DAB
haromszogek stlypontja rendre D', A’, B’, C’. Mekkora az A’ B'C’' D' négyszog
teriilete?

3. Egy busztarsasig egyik korszerd jarmive fedélzeti szamitogéppel van fel-
szerelve. A szamitogép megbecsiili, mennyi id6 milva érkezik meg a busz a
kovetkezs alloméshoz. A becslést ugy végzi, hogy az uthol eddig megtett sza-
kaszra kiszamolja az atlagsebességet, és feltételezi, hogy a hatralevs utszakaszt
is ilyen atlagsebességgel fogja megtenni.

Egy alkalommal a busz a févarostél 100 km-re fekvs telepiilésre indult. Az
indulés utdn 40 perccel a szamitégép azt jelezte, hogy még 1 6ra van hatra a
megérkezésig. Ezutan 5 6ran keresztiil folyamatosan az volt olvashato a kijelzén,
hogy a busz 1 éra milva érkezik célba.

Mekkora része volt még hatra az itnak az indulastol szamitott 5 éra 40 perc
elteltével?

II. kategéria: Tobb, mint heti 3 6raban
matematikat tanul6 szakkozépiskolai és (nem
specialis tanterid) gimnaziumi tanulok

Els6 (iskolai) fordulo



1. Hatarozza meg az Osszes olyan x egész szamot, amelyre z2 + 19z 4 95
négyzetszam!

2. Egy 12 egységnyi alapt egyenlG szart haromszogbe félkort irunk ugy, hogy
a féelkor atmérdje a haromszog alapjén van, a félkor ive pedig érinti a haromszog
szarait. Mekkora a félkor sugara, ha a félkériv az alaphoz tartozo magassigot a
kozelebbi harmadolépontban metszi?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogi haromszog koriilirt és beirt ko-
rének kozéppontjat 6sszekots egyenes az atfogoval 45°-os szoget zar be, akkor a
haromszog egyik szoge 30°-0s.

4. Bizonyitsuk be, hogy
a) 2209 1 2 nem lehet két négyzetszam Osszege,
b) 2209 1 9 pedig felbonthato két négyzetszam Gsszegére.

5. Négy valds szambol allo paronként kéttagi osszegeket képziink. A hat
Osszeg koziil négy darab racionalis, kett6 irracionalis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
az eredeti négy szam Osszege racionalis.

Masodik fordulo

1. Kincskeress miiszeriink hatosugara d méter. (A miszer d sugard kérnye-
zetében 1év6 kincs jelenlétét jelzi ki.) A kincs egy ABC haromszog belsejében
lehet. A haromszog oldalai AB = 30 m, BC' = 40 m, CA = 50 m. Csak a
haromszog hatardn mozoghatunk.

Legalabb mekkora d esetén lehetiink biztosak abban, hogy észleljiik a kincs
jelenlétét, barhol is van elasva?

2. Adott 17 darab pozitiv egész szam, amelyek primosztéi a pozitiv p, ¢, 7, s
primszamok koziil keriilnek ki. Bizonyitsuk be, hogy a 17 szdm koziil kivalaszt-
haté két olyan, amelyek szorzata négyzetszam.

3. Igazoljuk, hogy egy egységéli kocka feliilletén van olyan pont, melybdl a
feliilet barmely masik pontja legfeljebb 2 egység hosszu tton elérhetd, ha csak
a kocka feliiletén haladhatunk!

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkezs egyenletet:

1 1 2 2

(I VIrva) (1 -Vitve) (4vieva) (-vieya)

=0.

Harmadik (d6ntg) fordulo

1. Egy derékszogi haromszog atfogojanak felez6merdlegese a haromszog te-
rilletét 1: n ardnyban osztja, ahol n pozitiv egész szam. Mekkorak lehetnek a
hiromszog hegyesszogei?



2. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész szam reciproka felirhatd 2005
darab — egymastol paronként kiilonbdz6 — pozitiv egész szam reciprokanak dssze-
geként.

3. Adott a sikon n darab pont (n > 3). A pontok koziil barmely harom
lefedhets egy egységnyi teriiletii haromszoglappal. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az
Osszes (mind az n darab) pont lefedhets egy 4 egység teriiletdi haromszoglappal.

II1. kategéria: Specialis tantervi osztalyokban
tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Az a,, szamtani sorozat elemei pozitiv egészek. Mutassuk meg, hogy ha a
sorozat elemei k6zott van négyzetszam, akkor végtelen sok van!

2. Igazoljuk, hogy egy egységéli kocka feliilletén van olyan pont, melybdl a
feliilet barmely masik pontja legfeljebb 2 egység hosszu tton elérhetd, ha csak
a kocka feliiletén haladhatunk!

3. Igazoljuk, hogy ha az x, y, z valés szdmokra teljesiil az
r+y+z2=6 ésaz axy+yz+zx=9

egyenlGség, akkor az x, y, z szdmok mindegyike nemnegativ és nem nagyobb
4-nél.

4. Az ABCD konvex négyszogben az ABD< = 20°, a DBC< = 60°, az
ADB< = 30°, és a BDC< = 70°. Bizonyitsa be, hogy a négyszog teriilete

-(AB-CD + AD - BC)!

N~

5. Legyen f egy olyan fliggvény, ami egész szamparokhoz 1-et vagy —1-et
rendel a kovetkez§ szabalyok szerint:

f(050 :_15
f(1,0)=1

és minden (k,[) egész szampéarra

fk ) f(k+1,1) f(k,1+1)=1, valamint
FD) fk—1,0) flk, 1 —1) = 1.

Mennyi f(20052,2005) értéke?

Masodik (d6nts) forduld



1. Egy derékszogii haromszogbe kétféle modon irunk négyzetet gy, hogy a
négyzet, csicsai a haromszog keriiletén legyenek. Legfeljebb hanyadrésze lehet a
két négyzet teriiletének Gsszege a haromszog teriiletének?

2. Egy asztalon 1004 doboz &ll, mindegyikben egy goly6 van, ami fehér vagy
fekete. Tudjuk, hogy van néhany fehér golyd, Gsszesen paros sok. Egy 1épés-
ben ramutathatunk barmelyik két dobozra, és megtudjuk, van-e fehér golyo a
parban.

Legalabb hany kérdés kell ahhoz, hogy biztosan taladljunk két fehér golyot
tartalmazo6 dobozt?

3. Adott a sikon egy pont és egy egyenes. Korzs hasznalata nélkiil szerkessziik
meg a pontnak az egyenesre vonatkozo tiikorképét. Hasznalhatunk egyenes vo-
nalzét a szokasos médon és egy egységsugara korlapot, aminek nem ismerjiik
a kozéppontjat. Ez utobbit kérvonalzoként hasznalhatjuk, vagyis a sikon adott
ponton, illetve pontokon atmend egységsugara korvonalakat tudunk rajzolni, de
a kozéppontokat nem tudjuk bejeldlni.



