KEZDOK
Els6 fordulo

Mindharom kategoéria

1. Oldja meg az = — sgn (x + 1) = 1 — V/2 egyenletet, ahol sgn (z) az eljel-
fliggvény, amelynek értéke:

-1, haz <0,
sgn (x) = 0, haxz =0,
1, haO<z.

2. A9+994999+...+999...9 6sszeghen hany 1-es szamjegy fordul els?
2004 db 9

3. Az ABCD rombuszt, ahol DAB< = 60°, az 4tlok metszéspontja koriil
elforgatjuk 90°-kal. Igy kapjuk az A’B’C’D’ rombuszt. Hatarozza meg a két
rombusz kozos részének teriiletét, ha a rombusz oldalhossza a egység!

4. Oldja meg a kovetkezs egyenletrendszert, ahol a, b és ¢ nem negativ egész

szamok:
I. a+2-b+b%+c=19,
II. a-b+a-c+b-c=15.

5. Az ABC haromszogben az A csticsbol indulé szogfelezs a szemkozti oldalt
a D pontban, a C-bdl indulé szogfelezd a szemkozti oldalt az E pontban metszi.
A szogfelezsk metszéspontjat jeloljiik M-mel! Mekkorak az ABC haromszog
szogei, ha AB = AD és BM = BE?

Masodik (dént6) forduld

I. kategoria: Szakkozépiskolasok és heti legfeljebb 3 6raban
kotelez6en matematikat tanulé gimnaziumi tanulék

1. Oldja meg a valds szamok halmazéan a kovetkezd egyenletet:
2] =1+ {2 - 5},
ahol [z] az z-nél nem nagyobb egész szadmok koziil a legnagyobb és {z} = z—[z].

2. Legyen e, f és g harom kiilonb6z6 parhuzamos egyenes egy sikban, P
az e egyenes egy pontja. Vegyiik fel azt a P-n dtmend két egyenest a sikban,
amelyek e-vel 60°-os szoget zarnak be. Ezek egyike az f egyenest A-ban, g-t
A’-ben metszi, a mésik az f egyenest B’-ben és g-t B-ben metszi. Igazolja, hogy
talalhato az e egyenesen olyan C pont, hogy az ABC haromszog egyenls oldala!

3. Melyik nagyobb: 22994 vagy 2004182?



II. kategoria: Tobb, mint heti 3 6raban kételezen
matematikidt nem specialis matematika tanterv szerint
tanulé gimnaziumi tanulék

1. Oldja meg a valds szamok halmazéan a kovetkezd egyenletet:
x=14-{z} +3,

ahol {z} = z—[z] és [z] az z-nél nem nagyobb egész szamok koziil a legnagyobb.

2. Mely z, y és z egész szdmokra igaz az
22 4 y? 4+ 22 = 22004

egyenlGség?

3. Legyen az ABCD egységnyi oldala négyzet BC, illetve C'D oldalanak
egy-egy belss pontja P, illetve Q! Bizonyitsa be, hogy ha az APQ haromszog
tompaszogt, akkor PQ < 5-1/2 — 6.

III. kategoria: Specialis matematika tantervii gimnaziumi
tanulék

24
1. Melyik nagyobb a kovetkezs szamok koziil: Moggs = 94” vagy Nogos =
42
42" 2 Mindkét emeletes hatvanyban 2004 darab szdm szerepel, valtakozva
kettesek és négyesek.

2. Tekintsiik a kovetkezd szamot: 444 . . . 4449, ahol az utolsé szamjegy kivéte-
lével minden mas jegy négyes, szamjegyeinek szama pedig 2004-nek tobbszorose.
Bizonyitsuk be, hogy ez a szdm nem egy primszam négyzete!

3. Legyen az ABC D egységnyi oldalu négyzet BC, illetve C'D oldalanak egy-
egy bels6 pontja P, illetve Q. Mekkora lehet a P(Q szakasz hossza, ha tudjuk,
hogy az APQ haromszdg tompaszogi?

HALADOK

I. kategoria: Szakkozépiskolasok és heti legfeljebb 3 6raban
kotelez6en matematikat tanulé gimnaziumi tanulék

Elsé (iskolai) fordulo

1. Az els6 n pozitiv egész szam Osszege egy olyan haromjegyi szam, amelynek
minden jegye egyenls. Mekkora n értéke?



2. Mekkora az oldalak aranya abban az egyenl szart haromszdgben, amely-
ben az alap egyik csiicsdn atmend egyenes felezi a haromszog keriiletét és a
hiromszog alaphoz tartozdé magassagat is?

3. Hany darab pozitiv egészekbdl allo (k;n) szampéarra igazak a
Vnt+k+vVn—k>k é k*+n*<100

egyenlGtlenségek?

4. Az 2° + = + p = 0 egyenlet két kiilonboz6 valos gySke 1 és xg, ahol p
pozitiv valés paraméter.
3 3

Bizonyitsuk be, hogy zi 113 nagyobb (—2)-nél, de kisebb (—1)-nél.
Ty T Ty

5. Egy osztalyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van kozos
nagyapja. (Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiik
14 olyan tanuld, akiknek k6z6s nagyapja van!

Masodik fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszdgti haromszog silyvonalaibél — mint
oldalakbol — derékszogli haromszdg szerkeszthetd, akkor ez a hdromszég hasonlé
az eredetihez.

2. Egy 4000 cm? teriiletii téglalapban adott 2004 darab pont. Mutassuk
meg, hogy ezek k6z6tt van hdrom olyan, amelyek altal meghatérozott haromszog
teriilete 2 cm?-nél kisebb.

3. Egy derékszogti haromszog teriilete 2004 teriiletegység. Lehet-e a harom-
sz0g mindharom oldaldnak hossza egész szam értéki?

4. Oldjuk meg a /2p — x — \/z — p = p — 2 egyenletet, ahol a p paraméter
értéke egész szam.

Harmadik (d6nté) fordulo

1. Adott egy derékszodgi trapéz a hosszi alapja, amelyen hegyesszog is van.
A masik alapnak és a trapéz magassaganak Osszege b, ahol a < b. Bizonyitsuk
be, hogy ha a trapéz teriilete maximalis, akkor a hegyesszogre illeszkedd szar
hossza nagyobb a - v/2-nél.

2. Az x valés szamra teljesiil, hogy = + az® + (2 — 12a*)2® + ax + 1 = 0,
ahol az a paraméter értéke egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az
20+t + 2241
23

hényados értéke egész szam.



3. Legfeljebb hany egész szam adhato meg tgy, hogy semelyik ketts Gsszege,
semelyik ketts kiilonbsége és semelyik ketts szorzata se legyen oszthaté 2004-

gyel?

II. kategoria: Tébb, mint heti 3 6raban kételezen
matematikiat nem specialis matematika tanterv szerint
tanuld gimnaziumi tanulék

Els6 (iskolai) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy
a) 2003294 4 20042°3 nem primszam,
b) 20032094 — 2004209 nem négyzetszam.

2. Egy egyenl6 szaru haromszog alapjanak egyik cstcsan atmend egyenes
felezi a haromszog keriiletét és a haromszog alaphoz tartozé magassigat is.
Milyen ardnyban osztja a haromszog alaphoz tartoz6 magassaga a keriiletet
felez$ egyenes haromszogbe esG szakaszat?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha az z® + px 4+ ¢ = 0 egyenletnek két olyan valos
gyoke van, amelyek koziil az egyik a [0;1] intervallum belsejébe esik, a masik
pedig az intervallumon kiviil van (ahol p és ¢ valos paraméter), akkor az

(1+p+q)z2+(1+2p+3q)z+2q:0

egyenletnek pontosan egy pozitiv gytke van.

4. Legyen a, b, ¢ és d négy pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy

[(a;¢); (b:d)] < ([a;0]; [c;d]),

ahol (z;y) — a szokasos modon — az x és y egészek legnagyobb kozos osztojat,
[x; y] pedig a legkisebb kozos tobbszoroset jeloli.

5. Egy osztalyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van k6zos
nagyapja. (Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiik
14 olyan tanuld, akiknek k6z6s nagyapja van!

Masodik fordulo

1. Az ABC derékszogt haromszog atfogoja 6 egység hosszu. Az AC befogod
C csicshoz kozelebbi harmadolopontja D, a BC befogd B csiicshoz kbzelebbi
harmadolépontja pedig E. Ha az A, B, E, D pontok egy kordn vannak, akkor
mekkora a négyszog koré irhaté kor sugara?

2. Oldjuk meg a /2p — x — \/x — p = p — 2 egyenletet, ahol a p paraméter
értéke egész szam.



3. Az ABC haromszog A csicsanél 60°-os szog van. Legyen BCE és ACF a
BC, illetve AC oldal f6lé kifelé rajzolt szabalyos haromszog. Legyen tovabba D
az, AC oldalnak az a pontja, amelyre az ABD haromszog szabalyos. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor a CEDF négyszog paralelogramma.

4. Oldjuk meg az egész szamok halmazéan a kovetkezs egyenletrendszert:

22 +y2 +22 =42 +1

Y +Yz +2Tr =uU
rz +y =u—1

Harmadik (d6ntg) fordulo

1. Egy valds szamokbol all6 sorozatot a kdvetkezd rekurzioval adunk meg:
a) r1 = 2;

b) Tpi1 :n+:c§+...+:ci, ha az n > 1.

Bizonyitsuk be, hogy a sorozat elemei k6z6tt nincsen négyzetszam!

2. Az O kozéppontu AB atmérdji r sugara korhoz az O A félegyenes A pon-
ton tuli meghosszabbitdsanak tetszdéleges C' pontjabol érintét htuzunk a koérhoz.
Legyen az A pontbol az érintére allitott merdleges talppontja a P pont. Haté-
rozzuk meg a C' pontot gy, hogy a PB tavolsag a lehets legnagyobb legyen!

3. Legfeljebb hany egész szam adhatd meg gy, hogy semelyik ketts 6sszege,
semelyik ketts kiillonbsége és semelyik ketts szorzata se legyen oszthatd 2004-

gyel?

ITI. kategoéria: Speciilis matematika tantervi
gimnaziumok

Els6 (iskolai) fordulo

1. Mely p és ¢ pozitiv primszamra és n egész szamra, teljesiil az n? = p* +
¢ + p?¢® sszefiigges?

2. Az ABC haromszog sikjanak tetszéleges P pontjabol a haromszog magas-
sagvonalaira allitott merdlegesek talppontja X, Y és Z. Bizonyitsuk be, hogy
az XY Z haromszog hasonlé az ABC haromszoghoz.

3. Az x1, x9, x3, T4, T5 nemnegativ szamok Gsszege 5. Hatarozzuk meg az
T1X2 + T3 + 3Ly + T4T5

Osszeg maximumat!

4. Az 1-es és 5-6s szamjegyek felhasznalasaval hany kiilonb6z 15-tel oszthatd
15-jegyt pozitiv egész szam allithato eld, ha két 5-6s nem lehet szomszédos?



Masodik (dént6) forduld

1. Bizonyitsuk be, hogy ha x és y egész szamokra teljesiilnek a
(1) 13 | 22 —2xy+y*—5x+Ty és (2) 13 | 2?2 —3zy+2y°+a—y
oszthatésagok, akkor teljesiil a kdvetkezd is:

(3) 13 | zy — 12z + 15y.

2. Az O kozéppontu AB atmérdji r sugara korhoz az O A félegyenes A pon-
ton tuli meghosszabbitdsanak tetszdéleges C' pontjabol érintét htuzunk a koérhoz.
Legyen az A pontbol az érintére allitott meréleges talppontja a P pont. Haté-
rozzuk meg a C' pontot gy, hogy a PB tavolsag a lehets legnagyobb legyen!

3. Egy 8 x 8-as sakktablara 8 bastyat helyeztiink el tgy, hogy semelyik kettd
nem iiti egymaést. Bizonyitsuk be, hogy paros sok bastya all fekete mezon!



