KEZDOK
Els6 fordulo

Mindkét kategéria

1. Oldja meg a kovetkezs egyenl6tlenséget a valos szdmok halmazéan!

2x " 1 -1
[x—3|—-5 x+2~

(6 pont)

2. Az ABC derékszogi haromszog 3 egység hosszusagu AB atfogéjanak
harmadol6 pontjai E és G. Szamitsa ki a CE? + CG? 6sszeg pontos értékeét!
(6 pont)

3. Hany olyan 10°-nal kisebb termeészetes szam van, amely szamjegyeinek

Osszege paros és a rakovetkezs természetes szam szamjegyeinek 6sszege is paros?
(8 pont)

4. Egy hegyesszogii haromszogben a szokasos jelolésekkel ac = b? — a?. Bi-
zonyitsa be, hogy 5 = 2a/!
(10 pont)

5. Mely m és n 1-nél nagyobb egész szdmokra teljesiil, hogy m osztdja n-nek
és m" < n™?
(10 pont)

Méasodik (d6ntd) fordulo

I. kategoria: Altaldnos tanterv szerint tanulé
szakkozépiskolasok és gimnaziumi tanulék

1. Mi a sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy konvex ABC D négyszog AB
és C'D oldalanak felez6pontjai altal meghatarozott szakasz felezze a négyszog
teriiletét?

2. Mely z, y és z szamokra teljesiil az alabbi egyenlGség?
4z + 2% + 23 = 2002 - 2yz
3. Mutassa meg, hogy egy kocka csticsainak halmazabol kivalaszthatd néhany

4-elemt részhalmaz gy, hogy a kocka barmely harom csticsat a kivilasztott 4-
elemt részhalmazok koziil pontosan egy tartalmazza!

II. kategoria: Speciilis matematika tantervi gimnaziumi
tanulék



1. Jeloljiik az ABC héromszog koriilirt korén az A-t nem tartalmazo BC
iv felezGpontjat D-vel!l Legyen D tiikorképe a BC egyenesre F, az E'A szakasz
felez6pontja pedig K. Igazolja, hogy K és a haromszog oldalfelez pontjai egy
koron helyezkednek el!

2. Mely z és y egész szamokra teljesiil az alabbi egyenlGség?

$2y2—x2y—xy2+xy+x+y:2

3. Legyen n > 6. Bizonyitsa be, hogy ha egy n elem halmazbdl kivalaszthato
néhany 5-elemi részhalmaz tgy, hogy az n elemi halmaz minden 3-elem rész-
halmazat a kivalasztott 5-elemi részhalmazok koéziil pontosan egy tartalmazza,
akkor n > 16.

HALADOK
I. kategoria: Szakkozépiskolak

Elsé (iskolai) fordulo

1. Bizonyitsuk be, hogy minden 0 < a < 1 szdmra

20002 1
000 + = >2001%
a

1—-a
Milyen a-ra &ll fenn egyenlGség?

2. Az ABC héaromszog AB oldalanak B-hez kozelebbi harmadolépontja H,
a BC oldal B-hez legkdzelebbi negyedel6pontja N1, C-hez legkdzelebbi negye-
del6pontja No. A C'A oldal felez&pontja F'.

Bizonyitsa be, hogy az FFHN; és az F'H N, haromszogek teriiletének 6sszege
az ABC haromszog teriiletének felével egyenls!

3. Oldjuk meg a valds szdmok halmazéan az
3 2
(a®+¢°)" = (@ - ¥’)
egyenletet!

4. Bizonyitsuk be, hogy 2001 egymast kovets pozitiv egész szam kézott min-
dig van olyan, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek 6sszege oszthato 27-tel!

5. Egy 20 x 25-6s téglalapban elhelyeztiink tetszélegesen 120 db egységnyi
oldali négyzetet. Bizonyitsuk be, hogy még egy olyan egységnyi atmérsjd kor
is elfér a téglalapban, amelynek nincs kozos belss pontja a négyzetekkel! (Négy-
zeten most négyzetlapot, korén pedig korlapot értiink.)

Masodik fordulo



1. Bizonyitsuk be, hogy
1-2-...-2001+ 20022003 -...-4002

oszthat6 4003-mal!

2. Oldjuk meg a természetes szamok halmazan a x +y + oz —y = 10
egyenletet!

3. Az a és b befogoju derékszogii haromszog atfogohoz tartozo magassiga

6 by 6
az atfogod negyedrésze. Mekkora ekkor (%) + (—) értéke?
a

4. Egy 1 egység széles egyenes vonalzéval egy sikon szerkeszthetiink. Mas
segédeszkoziink — ceruzan kiviil — nincs. A szerkesztés soran a kovetkezs lépések
hajthatok végre:

a) tetszdleges szamu pontot felvehetiink az adott sikon,

b) ket felvett ponton 4t egyenes htizhat6 a vonalzdval,

¢) barmely megrajzolt egyenessel attol egységnyi tavolsagra lévs parhuzamos
egyenes huzhato.

Szerkessziink v/34 egység hosszi szakaszt a megengedett szerkesztési lépések
alapjan!

Harmadik (d6nté) fordulo

1. Az a, b, ¢, d egész szamokra a < b < ¢ < d teljesiil. Tudjuk, hogy az

E=(b-a)(b+c+d)(c+a+d)+(c—b)(ct+ta+d)(a+b+d)+
+(@—c)la+b+d)(b+c+d)

kifejezés értéke primszam. Mi ennek a primszamnak az értéke?

2. Az ABC derékszogt haromszog BC befogéjanak D pontjaban az AD
szakaszra allitott mer6leges az AB atfogét az E pontban metszi. Az E pont
BC-re es6 meréleges vetiilete az F' pont. Bizonyitsuk be, hogy a CF szakasz
hossza akkor minimalis, ha a D pont rajta van az A cstcsboél induld szigfelezén.

3. a) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan k egész szam van, amelyre k
és k + 1 is két pozitiv egész szam négyzetének 6sszegeként irhato fel.

b) Igazoljuk azt is, hogy nem létezik olyan k egész szam, amelyre a k, k+ 1,
k + 2 és k + 3 szamok mindegyike felbonthat6 két négyzetszam Gsszegére.

II. kategoria: Altalanos matematika tantervi
gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo



1. Bizonyitsuk be, hogy ha az = és y valés szdmokra igaz, hogy = 4+ y + zy
racionalis szam, ! 4+ y* pedig irracionalis szam, akkor zy csak irracionalis szam
lehet.

2. Az O kozépponti egységnyi sugart korbe irt ABC' D trapézban BOC'< =
AOD< = 120°, ahol BC és AD a trapéz szarai. Mutassuk meg, hogy a trapéz
teriilete legfeljebb /3 teriiletegyseég értek!

3. Adott a valos szamok halmazan értelmezett o +— x? — 4|z — 1| —p fiiggvény,
ahol p val6és paraméter.

Hatarozzuk meg p értékét agy, hogy x-nek pontosan 3 kiillénbozs értékére
legyen az adott fiiggvény értéke 1.

4. Bizonyitsuk be, hogy 2001 egymast kovets pozitiv egész szam kézott min-
dig van olyan, amelyre igaz, hogy a szamjegyeinek 6sszege oszthato 27-tel!

5. Egy 20 x 25-6s téglalapban elhelyeztiink tetszélegesen 120 db egységnyi
oldalu négyzetet. Bizonyitsuk be, hogy még egy olyan egységnyi atmérGji kor
is elfér a téglalapban, amelynek nincs k6zos belss pontja a négyzetekkel! (Négy-
zeten most négyzetlapot, korén pedig korlapot értiink.)

Masodik fordulo

1. Oldjuk meg az egész szamok korében az

ab+cd= -1
ac+bd = —1
ad + bec = —1

egyenletrendszert!

2. Az a és b befogoju derékszogii haromszog atfogohoz tartozo magassiga

6 by 6
az atfogod negyedrésze. Mekkora ekkor (%) + (—) értéke?
a

1 1
3. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szamokra teljesiil az — + 3 + - =
a c

PR Osszefiiggés, akkor

1 1 1 1

+ + = :
@001 T 31001 T 1001 — 1001 4 1001 4 1001

4. Az ABCD konvex négyszog AC és BD atloja merdleges egymasra. Az AB
oldal K felez6pontjabol allitsunk merdlegest DC' oldalegyenesre. Ennek talp-
pontja legyen P. Az AD oldal L felez6pontjabol a BC oldalegyenesre allitott
merGleges talppontja legyen Q). Bizonyitsuk be, hogy a K P és LQ egyenesek az
AC' 4tl6 egyenesén metszik egymast!

Harmadik (d6ntg) fordulo



1. Hany olyan pozitiv egész tizes szamrendszerbeli n-jegyd szam van, amely-
nek szamjegyosszege n® — 40, ahol n pozitiv egész szam?

2. Az ABC héromszogben BC < CA < AB. A BC oldal felezs merélegese
a P, az AC oldal felez6 merélegese a (Q pontban metszi a C' cstucsbol induld

magassag egyenesét. Mekkora a haromszog legnagyobb szoge, ha 4CP - CQ =
AB*?

3. Tekintsiik az 1,2, 3, ...,2002 szamsorozatot! Ezt a sorozatot atrendezhet-
jiik a kdvetkezé modon: egy 1épésben a sorozat utolso tagjat el6bbre helyezhetjiik
(akdrhanyadik helyre az 1.,2.,3.,...,2002. sorszamu hely koziil) azzal a megszo-
ritassal, hogy az elérébb helyezett tag nem el6zhet meg nala nagyobb szamot.
A kapott 1j sorozatra ismét alkalmazhato az el6bb leirt 1épés, egészen addig,
amig lehetséges. Bizonyitsuk be, hogy barmely 1épés utan olyan sorozatot ka-
punk, amelyben a (2k — 1)-edik és a 2k-adik tag koziil az egyik paros, a masik
pedig paratlan szam, barmely 1 < k < 1001 esetén.

ITI. kategoéria: Speciilis matematika tantervi
gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulo

1 1
1. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szdmokra teljesiil az — + 3 + - =
a c

PR Osszefiiggés, akkor

1 1 1 1

+ + = :
@100 T 1001 T (1001 ~ 1001 4 1001 | 1001

2. Az a oldali N négyzetet a kdzéppontja koriil elforgatva az N’ négyzetet
kapjuk. A két négyzet koz0s része olyan nyolcszog, amelynek mindegyik oldala
b hosszu.

a) Fejezziik ki a nyolcszog teriiletét a-val és b-vel!

b) Ha az N és N’ négyzet metszetének teriilete ¢, unidjanak teriilete pedig
t? + T2

T, akkor igazoljuk, hogy Vvt - T < a? < 5

3.
A k kor belsejében levé ABC szabalyos haromszog oldalegyenesei a k kort az
A1, As, By, Bs, C1, Cy pontokban metszik a kévetkezd betiizés szerint: az AB ol-
dalegyenes metszéspontjai a korrel Ay és By. Hasonléan: a BC' egyenes metszetei
a korrel By, illetve Cy, és a C'A egyenes metszetei a korrel C1, illetve Ay az abra-




nak megfelelGen.

Bizonyitsuk be, hogy

AAl + BBl + COl = AAQ + BB2 + CCQ

4. 121 darab pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy Osszegiik 360. Bizonyitsuk
be, hogy az adott 121 darab pozitiv egész szdm koziil ki lehet néhanyat valasztani
ugy, hogy a kivalasztott szamok Gsszege 120 legyen.

Masodik (dént6) forduld

1. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszes olyan pozitiv egész alapt szdmrendszerben,
amelyben az abc és a cba pozitiv egész szam hanyadosa 2, teljesiil az a +c = b
Osszefiiggés.

2. Adott egy 2k + 1 oldalua szabalyos sokszog, melynek belsejében vagy hata-
ran felvesziink egy P pontot. P-nek a sokszog csicsaitol mért tavolsagat jeldlje
(nagysag szerinti sorrendben) dq < ds < -+ < 29,41. Milyen P pont esetén lesz
dp+1 maximalis?

3. Van N darab chip, amelyek képesek egymas tesztelésére a kdvetkezé mo-
don: ha kett6t Osszekapcsolunk, akkor mindkettd kijelzi a méasik chiprél, hogy
jo-e vagy hibas. A j6 chip mindig helyesen valaszol, a hibas chip véletlenszertd
eredményt ad. Tudjuk, hogy az Gsszes chipnek tobb mint a fele jo. Lehetséges-e
N-nél kevesebb teszt végrehajtasaval kivalasztani egy jo chipet?



