KEZDOK
Elsé fordulé

Mindharom kategoéria

1. Egy kocka minden lapjara egy-egy pozitiv egész szamot irtunk. Ezek koziil
az abréan feltiintettiink harom szdmot. Tudjuk, hogy a szemkozti lapokon levs
szamok Osszege egyenld, és a fel nem tiintetett szamok mindegyike primszam.
(1d. I.1 dbra). Melyek ezek a szdmok? (6 pont)

2. Az A halmazt a pdros természetes szamok mégyzeténél eggyel nagyobb
szamok, a B halmazt a négyzetszamok hdromszorosai alkotjik. Hatdrozza meg
AN B-t! (Az A és B halmazok kizos elemeibdl dllé halmazt jeloljik AN B-vel.)
(6 pont)

3. Az ABCD téglalap oldalai AB = 13 ¢m és BC =5 e¢m. Az AB oldal-
egyenesen milyen tdvolsdgra lehet az A ponttdl egy olyan pont, amelybél a DA
és DC' szakaszok egyenld szdgben ldtszanak? (Hdny ilyen pont van?) (8 pont)

4. Igaz-e, hogy négy irraciondlis szam kézétt mindig van hdrom olyan, ame-
lyek Gsszege is irraciondlis szam? (10 pont)

5. Az ABCD négyzet teriilete 60 cm®. A BC és CD oldalak felezépontjai
E, illetve F'. Az AE és BE' szakaszok metszéspontja G, az AC és BF szakaszoké
H. (ld. L5 dbra). Mekkora a« CHGE négyszdg teriilete? (10 pont)

Masodik (dénts) fordulo

I. kategéria: Szakko6zépiskolasok

1. Bizonyitsa be, hogy az
12001 + 22001 et 19992001 + 20002001

0sszeq oszthatds 2001-gyel!

2. Egy 10 cm befogaji eqyenld szdri derékszigi hdaromszigbe két olyan eqyen-
16 sugaru kort frunk, amelyek érintik eqymdst és az dtfogot, illetve egy-eqgy befo-
got. Mekkora a sugdr pontos értéke?

3. Oldja meg a valds szamok halmazdn a kévetkezd egyenletet:

L (O
27 T 16" T 327

ahol {z} a z valds szam tortrészét jelenti!

II. kategoria: Altalanos matematika tantervii gimnaziumi tanu-
1ok



1. Azonos az 1. kategoria 3. feladatdval.

2. Melyek azok az (x;y) egész szamokbdl dllé szampdrok, amelyekre teljesiil
az aldbbi egyenldség:

5% + 2y% — 2ay + 4w — 4y = 57

3. Az ABC hdromszdg teriilete t, beirt korének sugara r. Az A csicsbdl
indulo két oldalt és a beirt kért kivilrdl érintd kér sugara ro, a B csicsbol indulo
két oldalt és a beirt kort kivilrdl érintd kér sugara ry, a C csicsbdl induld két
oldalt és a beirt kort kivilrél érinté kor sugara r.. A beirt kor és a mdsik hdrom
kér kozos belsd érintdje egy-eqy kis hdromszéget vdg le az ABC hdromszdighdl,
amelyek terilete rendre to, ty, t.. Igazolja, hogy

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
16k

1. Hatdrozza meg az x* — 152> — 18z kifejezés legkisebb értékét, ha x valds
szdm/!

2. Azonos a 2. kategoria 3. feladatdval.

3. Mi lehet a pozitiv egész értékid szigorian monoton ndévekvd sorozat, ha

as = 2, tovdbbd relativ prim m és n esetén Gm.n = Am * n ?

HALADOK
Els6 forduld

I. kategoria: Szakko6zépiskolai tanulék

1. Hatdrozza meg az 6sszes olyan pozitiv egész szdmot, amelyre
U4+21431+--- +n!

eqy egész szam négyzete! (n! =1-2-3-----n, azaz 1-tél n-ig az egész szamok
szorzata, han > 1, egész és 1! =1.)

2. Bizonyitsuk be, hogy ha tetszdleges négy eqgymdst kévetd pozitiv egész szdm
szorzatdhoz

a) 2000-et hozzdadunk,

b) 2001-et hozzdadunk,
akkor az eredmény sem primszam, sem pedig négyzetszam nem lehet!



3. Legyen e az ABC hdromszig S silypontjdn dthaladd, a csicsok eqyikét
sem tartalmazo egyenes. Bizonyitsuk be, hogy az e egyenes azonos oldaldn lévd
csucsok e-tdl mért tdvolsdgainak dsszege megegyezik a harmadik csicsnak az e
egyenestdl mért tdvolsdagdval!

4. Hatdrozza meg a k paraméter értékét tigy, hogy a
4ot — (4k +13)2° + (96 +9) =0
egyenlet valos gyékeit névekvd sorrendben felirva mindhdrom szomszédos gyok-
pdr kilonbsége ugyanannyi legyen!

5. Egy hdromszog alapi gila éleire olyan pozitiv egész szamokat irtunk, ame-
lyekre igaz, hogy bdarmelyik csicsba futé hdarom élre irt szamok dsszege ugyan-
akkora. Hdanyféle lehet a gila éleire irt szamok dsszege, ha az élekre irt szamok
szorzata 36007

II. kategoria: Altalanos tantervii gimnaziumi tanulék

1. Azonos az I. kategdria 2. feladatdval.
2. Azonos az I. kategoria 3. feladatdval.
3. Oldjuk meg a valds szdmok kérében a kévetkezd egyenletet:

1+vVe+1 1—-vVo+1 1 1+vVr+1 1—-va+1
tve+l, r+1 _ T+1< +vr+1 T+ >+ —
l-vz+1 1+vVae+1 V-1 l1—-vze+1 1+Vzx+1

4. Azonos az 1. kategoria 5. feladatdval.

5. Melyek azok a nulldtol kilonbézd a, b, ¢ szamjegyek, amelyekre minden
pozitiv egész n esetén teljesiil, hogy az n-jeqyi aa ...a szdm négyzetének és az
n-jegyd bb...b szdmnak az 6sszege egyenld a 2n-jeqyii ¢c...c szammal?

III. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-

16k
1. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges hdromszdgre
18Rr < ab+ ac + be,

ahol R a kéréirt, r a beirt kér sugara, tovibbd az oldalak hossza a, b és c.

2. A 2000 egység oldali ABC szabdlyos hdromsziget az oldalakkal pdrhu-
zamos egqyenesekkel egységoldali szabdlyos hdromszogekre daraboltuk. Az igy ke-
letkezett 20002 db kis hdromszog minden csicsa mellé egy-eqy valds szamot ir-
tunk. Az A, B, C csicsok mellé rendre az a, b, ¢ szdmot irtuk, a tobbire pedig



gy irtunk szamokat, hogy minden olyan rombuszban, amely két, kozos oldallal
rendelkezd kis hdromszaogbdl dll, a szemkéztes csicsok mellé irt szimok dsszege
egyenld. Példdul: p+r=q+s (ld. IIL.2 dbra)

Hatdrozzuk meg az eredeti ABC hdromszog keriiletére irt szamok dsszegét!

3. Egy hdromszog oldalainak mérdszima egész szdm. A hdromszégbe irhato
kor sugara eqységnyi hosszusdgi. Hatdrozzuk meg az oldalak hosszdt!

4. Adott n pont a sikon gy, hogy semelyik 3 sincs eqy eqyenesen. Bizonyitsuk
be, hogy dsszekothetdk egy onmagdt nem metszd zdrt toréttvonallal!

Masodik fordulé

I. kategoria: Szakkoézépiskolai tanulék

1. Bizonyitsuk be, hogy a derékszigi hdromszdg teriletének mérdszima meg-
egyezik azon két szakasz hosszdnak szorzatdval, amelyre a hdromszdgbe irhaté
kor érintési pontja bontja az dtfogot!

2. Oldjuk meg a valds szdamok halmazdn a
2¢/|22 — 5] — ¥/(2z = 5)(xz — 2) — |z — 2| <0

egyenlétlenséget!

3. Egy konvex néqyszig eqyik kozépvonala felezi a teriiletét. Bizonyitsuk be,
hogy a négyszog trapéz!

4. Bizonyitsa be, hogy nem létezik olyan konvex nyolcszdg, amelynek szdgei
egyenldk, oldalai pedig valamilyen sorrendben 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 és 8 egység
hossziiak!

II. kategoria: Altalanos tantervii gimnaziumi tanulék

a2—

1
1. Tekintsik az f(x) = 2 — x—1 (a # 0) figguényt, ahol xz €
R. A fiigguény grafikonja az y tengelyt eqy, az x tengelyt két pontban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy a harom metszéspont dltal meghatdrozott haromszdg terilete
nagyobb vagy egyenld, mint 1.

2. Legyen X eqy adott AB szakasz belsd pontja. Vegyiik fel a szakasz ugyan-
azon oldaldra az APX és XQB szabdlyos hdromszogeket! Legyen M és N az
AQ, illetve BP szakasz felezépontja!

Bizonyitsuk be, hogy X M N hdromszog szabdlyos, tovabbd hatdrozzuk meg
azt az X pontot, amelyre az M N szakasz hossza minimdlis!

3. Jelolje s(n) azn szam 10-es szamrendszerbeli alakjiban a szamjegyek szor-
zatdt. Mennyi

5(2000) + 5(2001) + 5(2002) + - - - + 5(3000)?
(2000) + 5(2001) + 5(2002) (3000)



4. Egy asztalon 2000 darab pénzérme van, mindeqyik a .fej” oldaldval felfelé
forditva.

Egy-eqy alkalommal pontosan k darab érmét a mdsik oldaldra fordithatunk.

Bizonyitsuk be, hogy az adott mivelet ismétlésével elérhetd barmely adott k
szam esetén (1 < k < 2000), hogy a 2000 érme ,irds” oldaldval felfelé legyen
forditva!

Harmadik (d6ntd) fordulé

I. kategoéria: Szakkozépiskolasok

1. Az z, y, z egész szamokra teljesiil, hogy
(z—y)ly—2)(z—z)=2+y+=
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az x + y + z dsszeg oszthatd 54-gyel!

2. Az ABC hegyesszégi haromszog AB oldaldnak tetszéleges belsé pontja
az X pont. Az AXC és CXB hdromszogek beirt korének az AB egyenestdl
kiilonbozd kozds kiilsd érintdje a CX szakaszt az Y pontban metszi.

Bizonyitsuk be, hogy a CY szakasz hossza fiiggetlen az X pont megudlasztd-
sdtaol!

3. Bizonyitsuk be, hogy barmely 1-nél nagyobb négyzetszam 2-es szamrend-
szerben felirt alakja legaldbb 2 darab 0 szdmjegyet tartalmaz!

II. kategoria: Altalanos tantervii gimnaziumi tanulék

1. Igazoljuk, hogy ha az {a,} sorozat elsé tagja egy 0-tdl kilonbézd egész
szam, akkor an41 = ai—i—an— 1 esetén (n € Z") az dn tort nem eqyszerisithetd,
a
ahol n és k eqymdstdl killonbozd pozitiv egész szdm!
2. Legyen az ABC hegyesszigi hdaromszig A-bol indulé magassdgvonalinak
talppontja T. Az AT szakasz mint dtmérd folé irt kérnek az AB, illetve AC
oldallal valo, A-tdl kilonbiézé metszéspontja legyen D, illetve E. Bizonyitsuk be,

hogy az ABC' hdromszdg kéré irt kérének kézéppontja az ADE hdaromszég A-bol
indulé magassdgvonaldnak egyenesén van!

3. Az a és b befogoji derékszogi hdromszig beirt kirének sugara v. Ha az
dtfogohoz tartozo sulyvonal a beirt korbdl r hosszisdagu hurt metsz ki, akkor

b
mekkora az % + — értéke?
a

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
1ok



1. Az ABC hegyesszogi hdromszég AB oldalinak tetszdleges belsd pontja
az X pont. Az AXC és CXB hdromszigek beirt kirének az AB egyenestdl
kiilonbozd kozds kiilsé érintdje a CX szakaszt az Y pontban metszi.

Mely X pont esetén lesz az AY B hdromszog terilete minimdlis?

2. Legyen a H = {n, n+1, n+2, ..., n+4096}, ahol n pdratlan természetes
szdam. Bizonyitandd, hogy H elemei két diszjunkt A és B halmazba oszthatdk gy,
hogy egyszerre teljesiil a kovetkezd két feltétel:

a) A elemszima 2000,

b) A és B elemei felirhatdk egy-egy kir keriletére 1igy, hogy a szomszédos
szamok relativ primek.

3. 2001 darab kilonbézd pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy a szdmok szorza-
tanak pontosan 2000 darab kilénbézd pozitiv primosztdja van. Bizonyitsuk be,
hogy a 2001 darab szdm kozil kivdlaszthato egy vagy tébb gy, hogy azok szorzata
négyzetszdam legyen (vagy az egy kivdlasztott szdm mdr maga is négyzetszdam,)!

pza
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