KEZDOK
Els6 fordulo (Mindharom kategoria)0mm

1. Oldja meg a val6s szamok halmazan a kovetkezs egyenletet!

|1—|:c||:%f:c

2. A h; hajo6 egy folyon A-tol B-ig lefelé, majd — azonnal visszafordulva —
B-t6l A-ig felfelé a teljes utat 2, 5-szer annyi idG alatt teszi meg, mint a hs hajo.
Allovizben a hy hajo sebessége a h; hajo sebességének kétszerese. Hanyszorosa
a hy hajo allovizben mért sebessége a foly6 sebességének? (A két hajo és a folyo
sebessége allando.)

3. Az ABC szabalyos haromszog egy belsé pontja P. Legyen P-nek a ha-
romszog AA,, BBy, CCy; magassigaira esG merGleges vetiilete rendre Py, Py és
Ps. Bizonyitsa be, hogy az AP; + BP, + C'Ps sszeg értéke nem fiigg a P pont
megvéalasztasatol!

4. Tekintse a valos szamok halmazan értelmezett
fl@)= (e -1+ (@ —2)"+ (z -3)"

fiiggvényt! Hol veszi fel ez a fiiggvény a legkisebb helyettesitési értékét?

5. Mely n és k pozitiv egész szamokra teljesiil a kovetkezs egyenlGség?

3n =241
Masodik (dénts) fordulo

I. kategéoria: Szakko6zépiskolasok

1. Hatarozza meg az a, b paraméterek értékét tgy, az alabbi egyenletnek
végtelen sok megoldésa legyen a valos szamok halmazan!

|[t —4|+5—2z| =az+b

2. Milyen egész n esetén lesz az alabbi egyenlet megoldasa egész szam?

n?(x —1) = 5n(2z — 1) — 25z

3. Az ABC haromszogben aw = 120°. Az A csuicsbol indul6 belss szogfelezs a
BC oldalt A;-ben metszi. Legyen O az ABC hiromszog, O a BA; A haromszog,
Oy a CAA; haromszog koré irt korének kozéppontja. Bizonyitsa be, hogy az
00105 haromszog szabalyos!



IL. kategoria: Nem specialis matematika tantervi gimnaziumi ta-
nulok

1. Azonos az 1. kategoria 3. feladataval.

2. Tekintsiik az Osszes kétjegyii pozitiv egész szamot! Mutassuk meg, hogy ha
koziiliikk akarhogyan vélasztunk ki tizenkét darabot, akkor ezek kozott mindig
van két olyan szam, amelyek kiilonbsége azonos szamjegyekbdl allo kétjegyt
szam!

3. Egységoldala szabéalyos tizszogbe hany darab egységoldali szabalyos 6t-
szoget tudunk tgy elhelyezni, hogy barmely két 6tszégnek ne legyen kdzos belsé
pontja?

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
16k

1. Legyen n > 3 egész szam! Tekintsiink egy egységoldalu szabalyos 2n-
szoget! Ennek csticspontjai legyenek a koriiljaras sorrendjében: Ay, Ao, ..., Aay,.
Tekintsiik azt a két darab egységoldalii szabalyos n-szoget, melyek a 2n-szog
belsejében vannak, és egyik oldaluk A; Ay, illetve A, A, 11. Bizonyitsuk be, hogy
ennek a két szabalyos n-szognek van egy kozos csiicspontja, viszont tobb kdzos
pontjuk nincsen!

2. Legyenek z, y, z 21-nél nem nagyobb pozitiv valés szamok, amelyek
Gsszege 48. Mekkora az (z + 4)(y + 4)(z + 4) szorzat legnagyobb és legkisebb
értéke?

3. Legyen f az egész valés szamhalmazon értelmezett olyan fiiggvény, amely-
re minden z valés szamra f(z + 1) = f(z) és f(z + V2) = f(z). Véges sokszor
veszi-e fel az f fiiggvény az f(0) értéket az [1; 2] intervallumon?

HALADOK
Els6 forduld

I. kategoria: Szakko6zépiskolai tanulék

1. Az a valos paraméter értéke olyan, hogy az

22— 2a+ 1)z +a®+a

=0
3 —a?x+a—1

egyenletnek pontosan egy valds gydke van.



Oldjuk meg az egyenletet!

2. Az ABCD paralelogramma AB és BC oldalat négy egyenls részre oszt-
juk. Jelolje a BC oldal C-hez legkdzelebbi osztopontjat F', az AB oldal A-hoz
legkozelebbi osztopontjat E! Kossiik 6ssze a pontokat az abran lathaté modon.
Héanyad része a vonalkazott teriilet a paralelogramma teriiletének?

3. Oldjuk meg a valds szdmok korében a
Vi—-x=c++Vzr—1

egyenletet, ahol a ¢ paraméter értéke egész szam!

4. Bizonyitsuk be, hogy két kor kozos kiilsg érintGszakaszéanak hossza meg-
egyezik a kozos belsé érint6 egyenesiiknek a kozos kiilss érinték kozé esé darab-
janak hosszaval (AB = CC")!

5. Legfeljebb hany 1j egyenes johet 1étre, ha n egyenes metszéspontjait 6ssze-
kotjik egymassal?

II. kategoria: Nem specialis tantervi gimnaziumi tanulék

1. Oldjuk meg a természetes szamok (nemnegativ egész szamok) halmazéan

3w —y) =2* —ay + ¢
egyenletet!

2. Az ABCD paralelogramma kézéppontja O és a DAB sz6g egyenld az
AOD sziggel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

AC? — BD? = 2(AB? — BC?)!

3. Azonos az el6z6 kategoria 3. feladataval.
4. Azonos az el6z6 kategoria 4. feladataval.

5. Azonos a az el6z6 kategoria 5. feladataval.

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
1ok

1. Hany egész szamokbol 4llo (z, y) szampar elégiti ki a

V2 —y =z +2199 — fy—z

egyenletet?



2. Egy paralelogrammaéban két szomszédos oldal altal és az atlok altal be-
zart hegyesszog egyenls nagysagi. Bizonyitsuk be, hogy a révidebb oldal és a
hosszabb oldal aranya nagyobb (\/5 — 1)-nél!

3. Bizonyitsuk be, hogy n > 7 esetén az 1, 2, 3, ..., 2n szamok koziil nem
lehet n darabot tgy kivalasztani, hogy a kivalasztott szamokbol képzett kéttagna
Osszegek mind kiilonbozdk legyenek!

4. Egy tetraéder mindegyik lapja derékszogi haromszog, élei koziil pedig
hérom 1 egység hosszu.

a) Hogyan helyezkedhetnek el a derékszogek a csucsokhoz képest?

b) Mekkora a tetraéder tobbi éle?

Masodik fordulé
I. kategoria: Szakko6zépiskolai tanulék

1. Oldjuk meg a valds szamok korében a

V3—z+Vr—p=+/p+2

egyenletet, ahol a p paraméter egész szam!

2. Egy egyenl§ szara haromszog beirt korének sugara r, az alapjahoz hozzairt
(az alapot és a szarak meghosszabbitasat is érints) kor sugara r,, a haromszog
koréirt korének sugara pedig R.

a) Igazoljuk, hogy /r-r, < R!

b) Mekkora % értéke, ha /7 7q = R?

3. Egy szabalyos haromszog oldalait n egyenls részre osztottuk. Legyen f(n)
azoknak a haromszogeknek a szdma, amelyeket az osztopontok és a haromszog
cstcsai meghataroznak! Adjuk meg f(n)-et n fiiggvényeként!

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder szemkozti élei merdlegesek egymés-
ra, akkor van olyan pont a tetraéder belsejében, amely mindegyik él felez6pont-
jatol egyenls tavolsagra van!

II. kategoria: Nem specialis tantervi gimnaziumi tanulék

1. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a

\/3z—y:\/z+3f\/y—z

egyenletet!



2. Egy egyenl§ szara haromszog beirt korének sugara r, az alapjdhoz hozzairt
(az alapot és a szarak egyenesét is érintd) kor sugara r,, a haromszog koréirt

korének sugara pedig R. Mekkora % értéke, ha r +r, = R?
3. Egy szabalyos haromszog oldalait n egyenls részre osztottuk. Legyen f(n)

azoknak a haromszogeknek a szdma, amelyeket az osztopontok és a haromszog
csicsai meghataroznak! Milyen n érték esetén lesz f(n) primszam?

4. Egy kocka alaplapja az ABCD négyzet, fed6lapja az A; B1C1 D1 négyzet
(AA;, BBy, CCy, DD merdleges a két négyzet sikjara.) Az A csicsra, az A1 By
él felez6pontjara és a DD, él felez6pontjara illeszkeds sik a kockat két részre
vagja. Mekkora a keletkezett két test térfogatanak aranya?

Harmadik (d6ntd) fordulé

I. kategoéria: Szakkozépiskolasok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha x > 0, akkor

T +1+ T -1
x+2 3z 224177

2. Egy kor és egy négyszog ugy helyezkedik el a sikon, mint az az dbran lat-
hat6. Tudjuk, hogy a kor négyszogon beliili két-két szembenfekvs ivének 6sszege
egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog hurnégyszog!

3. A 26 és a 65 két olyan kétjegyii szam, hogy ha elhagyjuk a mindkettGben
szerepls 6-ost, akkor a kapott két egyjegyi szdm hanyadosa egyenld az eredeti
két szam hanyadosaval. Keressiik meg az Gsszes kiilonb6z6 kétjegyi szamokbol
allo ilyen tulajdonsagu szampart!

IL. kategoria: Nem specialis matematika tantervi gimnaziumi ta-
nulék

1. Bizonyitsuk be, hogy ha x +y > 0 és

2zy
r+y

=1

2 +y° +

)

akkor z +y = 1.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyszog cstcsai egy R, oldalfelez pontjai
pedig egy r sugari korre illeszkednek, akkor a két kor kézéppontjanak tavolsagas:

| R2
7 —7"2.



3. A x miivelet a valos szamparokon van értelmezve, az (z, y) szdmparokhoz
rendelt valés szamot x * y-nal jeloljik. Hatarozzuk meg 1999 x 19 értékét, ha
tudjuk, hogy barmely z, y, z valés szamra teljesiilnek a kévetkezd azonossigok:

zxr =0,z (yx2)=(x*xy)+ 2

III. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-

16k

1. Egy tablara felirtuk az 1, p, p?, . . ., p?" szamokat, ahol p pozitiv primszam,
n pedig pozitiv egész szam. Egy lépésben barmely két szam letoérolhets, ha
helyiikbe a letorolt két szam kiilonbségének abszolut értékét irjuk. Ezt az eljarast
addig folytatjuk, amig egyetlen szdm marad a tablan. Jelolje a leirt eljarassal
kaphato szamok maximumét M, minimumét m. Mennyi p értéke, ha tudjuk,
hogy M + m négyzetszam?

2. Oldjuk meg az 2> + y> + 3zy = 1 egyenletet a valos szamparok korében,
ha tudjuk, hogy x +y > 0.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABC haromszoghen ACB< = 45°, akkor a

B
haromszog lefedhetd két, - sugaru korlappal!

D C




