Tanul6verseny feladatai

KEZDOK
Els6 fordul6lmm

1. Egy farmon t6bb 16 van, mint kacsa. A tehenek szama harmada a lovak
és kacsak egyiittes szaméanak. A kacsak és lovak fejei és labai szaméanak 6sszege
100. Hany tehén van a farmon?

2. Bizonyitsa be, ha egy derékszogl trapéz szemkozti oldalainak Gsszege

2ac
egyenld, akkor a meréleges szar: panpE ahol az a és c a trapéz alapjai.
a+c

3. Egy 665 oldali szabalyos sokszog oldala 3 cm. Nagyitsuk ezt a sokszoget a
kozéppontjabol ugy, hogy a nagyitott és az eredeti oldalak tavolsaga 1 cm legyen!
Bizonyitsa be, hogy a két sokszog teriiletének kiilonbsége tobb mint 1998 cm?.

4. Abrazolja kozos koordinatarendszerben a valos szamok halmazan értel-
mezett
fl@)=|lz+4] = Jo — 4| & g(z) = [[z] - 2]

helyettesitési értékid fiiggvények grafikonjit, és hatarozza meg azon sokszoget
teriiletének G6sszegét, amelyeknek minden oldala hozzatartozik valamelyik fiigg-
vény grafikonjihoz.

5. Milyen tulajdonsagi k, m, n, | természetes szam esetén lesz az
1"+ 9™ 49" 4 7

Osszeg utolso szamjegye 47
Masodik fordulé

I. kategéria: Szakko6zépiskolasok

1. Egy ABC haromszog BC oldaldhoz hozzairt kor kozéppontjan at hazzunk
parhuzamost a BC oldallal. Metssze ez a parhuzamos az AB oldalegyenest a D,
az AC oldalegyenest az E pontban. Bizonyitsa be, hogy DB + CE = DE.

2. Oldja meg a val6s szamok halmazan a kovetkezs egyenletet, ahol p valds
paramétert jelent: |z 43|+ p- |z —2| = 5. A p értékétdl fiiggben hany megoldasa
van az egyenletnek?

3. 1998 darab egész szam koziil 1997 darab szam négyzetének az Osszege

egyenld a kimarad6 1998-adik szadm négyzetével. Bizonyitsa be, hogy nem lehet
mind az 1998 darab szam paratlan.



IL. kategoria: Nem specialis matematika tantervi gimnaziumi ta-
nulok

1. Megegyezhet-e 1998 darab paratlan egész szam egyikének a négyzete a
t0bbi 1997 darab szam négyzetének az Osszegével?

2. Bizonyitsa be, hogy egy derékszogl haromszogben a beirhaté kor sugara-
nak és az atfogohoz tartozd magassagnak a hanyadosa 0,4 és 0,5 k6ézott van.

3. Bizonyitsa be, hogy nincs olyan minden valds szamra értelmezett f fiigg-
vény, amelyre f(z2 +z +2) + f(2? — x + 2) = 2% + 223 4 422 + 3z + 4 teljesiil
minden valés = értékre.

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
16k

1. Mekkora lehet egy derékszogi haromszogben a beirhatd kor sugaranak és
az atfogohoz tartozé magassaganak a hanyadosa?

2. Az a, b, ¢, n, M, N pozitiv szamokrol a kovetkezdket tudjuk: b = a + ¢,
n > 3, N (a tizes szamrendszerben) n jegyl, N els6 jegye a, utolso jegye ¢, a
t6bbi n — 2 jegye b; N jegyeit forditott sorrendben leirva M-et kapjuk, tovabba
M — nN olyan n — 1 jegyd pozitiv egész szam, amelynek minden jegye b. Mi
lehet az N?

3. Adjon meg olyan minden valds szamra értelmezett f és g, legalabb méasod-
fokua polinom fiiggvényeket, amelyekhez nem létezik olyan h : R — R fiiggvény,

hogy
h(f(z)) + h(g(z)) = g(f(z))

minden valos z-re teljesiiljon.

HALADOK
Els6 fordulé

I. és II. kategoria: Szakkozépiskolasok és nem specialis tantervi
gimnaziumi tanulok

1. Mutassuk meg, hogy ha egy téglalap oldalainak hossza a és a + 1, akkor
a téglalap szogfelezdi altal hatarolt sikidom teriilete fliggetlen az a értékétsl.

2. Mely porzitiv egész n szamokra oszthato n® —n? 504-gyel?



3. Egy derékszogii haromszog egyik befogdja egységnyi. A masik befogohoz és
az atfogohoz tartozo silyvonalak merdlegesek egymasra. Mekkordk a haromszog
oldalai?

4. Oldjuk meg az egész szamok halmazén a
z—1 =z+41 z+1 z-1
+ = =

L
r Y T Y

egyenletrendszert.

5. Egy szabalyos szazszog cstcsaihoz tetszés szerint 1-et vagy —1-et irunk.
Egy ,lépésben” barmely harom egymést kévets csucshoz irt szam elGjelét az
ellenkezgjére véiltoztathatjuk. (Péld4ul az 1; 1; —1 harmast a —1; —1; 1 harmasra
cserélhetjiik.)

a) Elérhet6-e ilyen ,lépésekkel” tetszSleges kiindulasi helyzet esetén, hogy a
csticsokhoz irt 100 szam Osszege 0 legyen?

b) Elérhets-e tetsz6leges kiindulasi helyzet esetén, hogy mindegyik cstuicshoz
az 1-es szam tartozzon?

III. katego6ria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-
16k

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelyik nem allithato el két pozitiv
raciondlis szam négyzetének Gsszegeként?

2. Egy paralelogramma keriilete K, az oldalak felez6pontja altal meghata-
rozott négyszog keriilete pedig k. Bizonyitsuk be, hogy ha a paralelogramma

egyik szoge 60°-o0s, akkor
ko 1+v3

K~ 4

3. Hany olyan pozitiv egész szamokbol 4ll6 (z, y, z) szdmharmas van, amely
kielégiti a 2% + 2Y + 2* < 2F egyenl6tlenséget, ahol k egy 2-nél nagyobb pozitiv
egész szam?

4. Adott a sikban az AB szakasz. Mi azoknak a C' pontoknak a halmaza a
sikban, amelyekre az A BC haromszog A-hoz tartozé silyvonala és B-hez tartozo
magassig-vonala egyenld hosszu?

Masodik fordulé

I. és II. kategoria: Szakkoézépiskolasok és
nem specialis tantervi gimnaziumi tanulok



1. Egy adott AB szakasz X bels§ pontjara teljesiil, hogy az AB szakasz-
ra rajzolt AX oldala szabalyos haromszog és az X B oldala szabalyos hatszog
teriiletének Gsszege minimalis. Hol helyezkedik el ekkor az AB szakaszon az X
pont?

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelyik nem allithato el két pozitiv
racionalis szam négyzetének Gsszegeként?

3. Tekintsiik a csupa 1-es vagy 2-es szamjegyet tartalmazo n-jegyd szamokat
(n > 1). E szamok koziil (adott n érték esetén) A,,-nel jeloljiik azoknak a szamét,
amelyek azonos szamu 1-es és 2-es szamjegybdl allnak, B, pedig legyen azon
szdmok szdma, amelyek tobb 1-est tartalmaznak, mint 2-est. Van-e olyan érték,
amelyre A, = B,?

4. Legyen egy tetsz6leges ABC haromszog AB, illetve AC oldalanak felezs-
pontja D, illetve F pont. A DFE szakasz F felez6pontjan &tmend BF' egyenes az
AC oldalt a G pontban metszi. Mekkora a BCEF és a FGAD négyszog, illetve
a BF'D és az FEG haromszogek teriiletének aranya?

Harmadik (d6ntd) fordulé

I. kategoéria: Szakkozépiskolasok

1. Melyek azok az egész szamokbol 4ll6 (z;y) szampéarok, amelyekre teljesiil
az #° + y*> + zy = = — y egyenlGseg?

2. Egy 2r és egy r sugara kor kiviilrsl érinti egymést. Tekintsiik azokat a
koroket, amelyek mindkét kort érintik, és kézéppontjuk a két adott kor egyik
kozos kiilss érintSjén van. Mekkora ezek sugaranak aranya?

3. Mely k-re lehet egy k x k x k-as kockat 1 x 1 x 1-es fekete és fehér kis
kockakbol gy Osszedllitani, hogy barmelyik kis kocka mellett pontosan két vele
megegyezd szint, lapban szomszédos kis kocka legyen?

IL. kategoria: Nem specialis matematika tantervi gimnaziumi ta-
nulék

1. Ismeretes, hogy az ax + by = c¢ egyenletet kielégité barmely valos (z;y)
szampéarra teljesiil az 22 4+ y? > 1 egyenl6tlenség, ahol az a, b és ¢ paraméter
egy haromszog harom oldaldnak hossza.

(I)Mutassuk meg, hogy az a, b, ¢ oldali haromszog tompaszogi.



C
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2. Az z és y pozitiv egészek mely értékeire lesz a 4% + 4°T1 4 4Y kifejezés
értéke négyzetszam?

(IT)Igazoljuk, hogy |x| + |y| minimuma legfeljebb

3. A kovetkezs négy szabaly szerint kell koroket elhelyezni a sikon:
(T) semelyik harom kor se érintse egyméast ugyanabban a pontban;
(IT) mindegyik kor pontosan négy maésikat érintsen;

(III) a lehets legkevesebb kor legyen;

(IV) a lehetd legkevesebb kiilonb6zs sugar legyen.

Hany korbdl all egy — a fenti szabalyoknak megfelel§ — korelrendezés?
Szamitsuk is ki egy ilyen korelrendezésben a kordk sugarait.

III. kategoria: Specialis matematika tantervi gimnaziumi tanu-

lok

1. Az x, y és z pozitiv egészek mely értékeire lesz a 4* 4+ 4Y + 47 kifejezés
értéke négyzetszam?

2. Egy tetraéder cstucsaindl 6sszeadjuk a csiicsbol kiinduld élek egymaéssal
bezart szogeit. Bizonyitsuk be, hogy ha a négy csicsnal kapott Gsszeg mind
egyenld egymassal, akkor a tetraéder lapjainak koriilirt korei egyenld sugartaak.

3. Ketten a kovetkezs jatékot jatsszak. Egy 100 kavicsot tartalmazé halom-
bol felvaltva vesznek el, és az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi. Korlatozva
van azonban az, hogy hany kavicsot lehet elvenni. A Kezddnek egy kavicsot kell
elvennie, utdna a Méasodik elvehet egyet vagy kett6t, ezutan djra a Kezdd jon,
és egy, két vagy harom kavicsot vehet el. Altaldan az n-edik lépésben az éppen
sorra kévetkezd jatékos legalabb egy, de legfeljebb n kavicsot vehet el.

Kinek van nyeré stratégiaja?

Mi a helyzet akkor, ha 1998 kaviccsal jatszanak?



