I. fordulé

Kezdok (legfeljebb 1. osztdlyosok)

1. Egy tompaszogi haromszog oldalainak hosszai egész szamok és szorzatuk
225. Mekkorak a haromszog oldalai?
2. Bizonyitsuk be, hogy barmely = szdmnak a legk6zelebbi egész szamtol valo
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tavolsaga 3 {z} - 2l (Ahol {x} jelenti a szam tortrészét, azaz {z} = « — k,

ahol k a legnagyobb olyan egész, mely x-nél nem nagyobb.)

3. Bizonyitsuk be, hogy egy r sugara korbe irt szabalyos tizenkétszog atda-
rabolhat6 olyan téglalapba, melynek oldalai r és 3r.

4. Az 1989 szamot kiilonb6z6 természetes szamokbdl akarjuk elallitani, az
Osszeadas és kivonas miiveletek kizarolagos alkalmazaséaval. (Tehat semmilyen
més mivelet nem alkalmazhato, ezeket viszont akdrhényszor igénybe vehetjiik.)
Hény olyan eléllitas van, melyben a felhasznalt szamok szamjegyei a 2, 3, 4,
5, 6, 0 szamjegyek koziil keriilnek ki, és mind a hat szamjegy az elGallitdsban
pontosan egyszer szerepel?

5. Hanyféleképpen tolthettiik ki a lottoszelvényt, ha az els§ hatvan szambol
hat szamot a kovetkezd modon jeloltiink ki: az els6nek kijelolt két szdm utén a
harmadik az el6z6 kettS 6sszegének a fele, a negyedik az el6z6 harom 6sszegének
a fele, az 6todik az el6z6 négy Osszegének a fele, és végiil a hatodik az el6z6 6t
Osszegének a fele?

6. Jeloljiik a;-vel az els6 ¢ pozitiv egész szam Osszegének utolsd szamjegyét.
Van-e olyan k porzitiv egész szim, hogy barmely pozitiv n-re a, = an41?

7. Legyen az ABC haromszog A-bol kiinduld sulyvonaldnak A fel6li harma-
dolépontja H. Szerkessziink olyan két H-bol kiindulé félegyenest, amelyek az
AH szakasszal egyiitt a hiromszoget harom egyenld teriiletii részre osztjak.

8. A-bol B-be a foly6 folyasaval szemben elindul egy hajo, ugyanakkor pedig
B-bgl A-ba egy csonak, amely utjanak 4/11 részét megtéve talalkozik a hajoval.
A hajo B-bdl azonnal visszafordul, és a csonakkal egy idében érkezik A-ba. Ha
a csonak sebessége (4all6 vizben) haromszor akkora volna, akkor 1 éra 42 perccel
hamarabb érne A-ba, mint a hajé. Mennyi id§ alatt ér a csénak B-bgl A-ba
(eredeti sebességével)?

Haladok (II. Osztdlyosok)

1. Hatarozzuk meg a valos szamok halmazéanak azt a legb6vebb részhalmazat,

amelyre az
Fz) = \/\/5-30—:5\/:13—2
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fliggvény értelmezhetd.

2. Van-e olyan haromszog, melynek két oldala 1 és 4 cm, valamely két ma-
gassaga pedig 3 és 4 cm hossza?

3. Hany téglalap jelolhetd ki a rajzon lathatd 4 x 10-es racs vonalaival?



4. A p primszam (a tizes szamrendszerben felirva) péaros sok jegyet tartal-
maz. Ha a p szamot forditott sorrendben irjuk fel, visszakapjuk sajat magéat.
Hatarozzuk meg p-t.

5. Az ABC' derékszogi haromszogbe irt négyzet két csicsa az AB atfogon,
masik két csiicsa pedig a befogokon van. Mekkora a befogok ardnya, ha a négyzet
K kozéppontjara igaz, hogy

CAB< = ABK<«?

x
6. Legyenek x és y valés szamok. Tudjuk, hogy az = +vy, x —y, xy, — szdmok
Y

egyike sem 0 és koziiliikk harom racionalis. Mutassuk meg, hogy « és y racionélis
szadmok.

7. Tetsz6leges szamu egységnyi, illetve két egységnyi oldald négyzet all ren-
delkezésiinkre. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté 1987 darab gy, hogy belslitk
ki lehessen rakni egy négyzetet (hézagtalanul és egyrétiien); viszont barhogyan
is valasztunk ki 1988 darabot, azokbdl sohasem allithato el négyzet.

8. Az a, b, ¢ valos szamok olyanok, hogy |az® + bc 4 ¢| < 1, ha |z| < 1.
Mutassuk meg, hogy |z| < 1 esetén |cz? — bz + a| < 4 is teljesiil.

I1. fordulé
Kezddk (legfeljebb I. osztalyosok)
A szakkdzépiskoldsok feladatai

1. Abréazolja a szamegyenesen a valés szamoknak azt a leghdvebb részhal-
mazat, amelyen az

241 1
ugl és az — >0
|z — 3| x+1

egyenlGtlenségek egyszerre teljesiilnek.
2. Adott harom egységnégyzet az alabbi elrendezéssel:

HGFE

ABCD

Bizonyitsuk be (kozelits értékek felhasznalasa nélkill), hogy FAD<+ EAD< =
45°!
3. Mely egyjegyt M pozitiv egészekre oszthato 5-tel az 1989M + p1989?

Az dltaldnos tantervi osztdlyok feladatai

1. Mely egyjegyt M pozitiv egészekre oszthato 5-tel az 1989 + N19897



2. Az f egyenes az ABC haromszdg AB oldalat P-ben, AC oldalat Q-ban
metszi és a haromszoget két egyenld teriilet részre osztja. Bizonyitsuk be, hogy
PA+ AQ - 1
BP+PQ+QC+CB ™~ 4

3. 10 csapat kormérkdzést jatszik. Mindegyik par pontosan egyszer mérkds-
zik, és a mérkézések nem végzGdhetnek dontetleniil. GyGzelemért egy pont jar,
vereségért 0. Bizonyitsuk be, hogy a pontszamok négyzetdsszege nem lehet tobb
285-nél.

A specidlis matematika tantervi osztdlyok feladatai

1. Az f egyenes az ABC héaromszog AB oldalat P-ben, AC oldalat @Q-ban
metszi és a haromszoget két egyenld teriiletd részre osztja. Bizonyitsuk be, hogy
PA+ AQ S 1
BP+PQ+QC+CB ™~ 4

2. Egy négyzet négy csicsiba gyufikat helyeziink. Kezdetben az egyik csi-
csén van egy gyufa, a tobbinél nincs egy sem. Egy 1épésben elvehetiink egy csiics-
bol valahany gyufat, és az egyik szomszédos csiicsba tesziink kétszer annyit, mint
amennyit elvettiink. El lehet-e érni ilyen lépések sorozataval, hogy a csticsoknél
— valamilyen koriiljarasi iranyban — rendre 1,9, 8,9 gyufa legyen?

3. Jeloljiik a tizes szamrendszerben legfeljebb n-jegyl természetes szamok
szamét S-sel, Si-val pedig ezek koziil azoknak a szamét, melyekre a szamjegyek
Osszege k-nal kisebb. Mely n-ekre létezik olyan k természetes szam, hogy S =
257

Haladok (II. Osztalyosok)
A szakkézépiskoldsok feladatai

1. Legyen f(x) = x99 (2 val6s szam). Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv

T és xo-re:
f(@1 4 x2) > f (VAzixs)

teljesiil.
2. Az ABCD tetraéder A csticsabol indulo harom él hosszanak dsszege v/3, és
az élek paronként merdlegesek egymésra. Az ebben a csicsban talalkozd harom

1
lap teriiletének Osszege — teriiletegység. Mekkora a tetraéder térfogata?

3. Az ABCD paralelogrammaban BD = AB = CD. Legyen ,k” az a kor,
amely a BD atlot B, a CD oldalt C pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az
AC 4tlo altal k-bol kimetszett M pont rajta van az ABD haromszog koré irt
korén.

Az dltaldnos tantervi osztdlyok feladatai

1. Egy trapéz két szomszédos szogének Osszege 90°, parhuzamos oldalainak
hossza a és b. Bizonyitsuk be, hogy a parhuzamos oldalak felez6pontjat 6sszekots

1
szakasz hossza 5 |a — b.



2. Egy szam négy primszam szorzata. Melyik ez a szam, ha tudjuk, hogy a
négy primszam négyzetosszege 4767

3. Az origé kozéppontu R sugari kor keriiletén pontosan 100 olyan pont van,
melynek mindkét koordinatéja egész szam. Bizonyitsuk be, hogy R vagy R- /2
egész szam.

A specidlis matematika tantervi osztdlyok feladatai

1. Melyek azok a természetes szamok, amelyek mésfélszer akkordk, mint
szamjegyeik szorzata?

2. Egy derékszdgi haromszog két befogoja 1 és V3 egység hosszi. A ha-
romszogben adott 25 pont. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté a pontok koziil

harom, amelyek lefedhetsk egy ﬁ atmeérdji félkorlappal.

(A félkorlaphoz a hatarat is hozzaértjiik.)

3. Egy levélre n forint értéki bélyeget kell ragasztani (n pozitiv egész szam).
Van k darab egész névértéki bélyegiink, 6sszértékiik 2k forintnal kevesebb, de
legalabb n. Bizonyitsuk be, hogy kivilaszthaté néhany bélyeg, amelyek 6sszér-
téke pontosan n.



