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Kezdok I-I1. kategoria II. fordulo
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy kort az AB atmérdje két ivre osztja. Ezek koziil az egyiken kijeloljitkk a C' és D pon-
tokat. Legyen az AC és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC' egyeneseké pe-
dig Q. Mekkora szoget zar be a P() egyenes az AB atmérGvel? (6 pont)
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Megoldas. a) Készitsiink abrat!

1 pont
A Thalész-tétel miatt az ACB< és az ADB< derékszog. 2 pont
Ennek kovetkeztében az AP B haromszdogben AD és BC' magassagvonalak. 1 pont
gy metszéspontjuk Q az APB hiromszég magassigpontja. 1 pont
PQ a haromszog harmadik magassagvonala, azaz a P() egyenes merGleges AB-re. 1 pont

Osszesen: 6 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd indoklds nélkiil (csak az dbra alapjdn) éllapitja meg a merdle-
gességet, 2 pontot kaphat.



2. Legyen S a H = {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz olyan legaldbb kételemii részhalmaza,
amelyre teljesiil, hogy barmely két kiilonboz6 elemének Osszegét képezve, csupa kiilonbozd
szamokat kapunk. Mennyi lehet az .S elemei szimanak maximuma?

Megoldas. Az S = {1;2;3;5;8} dtelemii halmaz elemeibdl képzett kéttagi dsszegek paron-
ként kiilonboz6 értéktiek (1 +2=3,14+3=4,145=6,1+8=9,24+3=5,2+5=17,
2+8=10,34+5=8,34+8=11,54+8=13).

Tegyiik fel, hogy 1étezik a feltételeknek megfeleld tulajdonsagd hatelemd S halmaz is. Ekkor
65

S elemeibdl - = 15-féle kéttagu Osszeg képezhetd.

A H elemeibdl képezhetd kéttagii 6sszegek értéke 3-t6l 17-ig terjed, azaz 15-féle lehet.

gy ha a 6-elemii S halmaznal azt szeretnénk elérni, hogy minden paronkénti dsszeg értéke
kiilonb6z6 legyen, akkor az eredmények kozott minden 3-t6l 17-ig terjedd szdmnak eld kell
fordulnia.

Viszont a 3 és a 17 csak egyféleképpen adddhat 6sszegként, mégpedig az 14+ 2 =3 és
8 +9 =17 formédban. Ez azt jelenti, hogy ekkor az 1, 2, 8, 9 szdmoknak mindenképpen
eld kell fordulniuk az S halmaz elemei k6zott.

Ez viszont az 1 +9 = 2 + 8 egyenl6ség alapjan nem lehetséges.

A kapott ellentmondéasbdl kovetkezik, hogy az S halmaz maximalis elemszdma 5.

(8 pont)

3 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 8 pont

3. Igazoljuk, hogy egy egység sugart kort tartalmazé haromszognek egyik magassiga leg-
alabb 3 egység hosszisagu.

1. megoldas. Haszndljuk az alabbi dbra jeloléseit! A bizonyitist elég elvégezni arra az
esetre, amikor a kor érinti a hdromszog oldalait, mivel az egyéb esetekben 1étezik olyan, az
eredetihez hasonlé haromszog, amelynek oldalai parhuzamosak az eredeti haromszog olda-

laival, érintik a megadott kort, és magassdgai legaldbb akkordk, mint az eredeti hdromszdgé.

A haromszog teriilete az egyes haromszogek teriiletének Osszege, azaz

ar br cr

2+2+2'

Masrészt:

(8 pont)

1 pont

1 pont

1 pont
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2 pont

Ezeket behelyettesitve a fenti kifejezésbe, és elvégezve az egyszerlsitéseket kapjuk, hogy

1 1
Mg Mp Me M

Ebbdl adodik a feladat allitasa.

1 pont

2 pont

Osszesen: 8 pont

2. megoldas. Annak tirgyaldsa, hogy ha a beirt kort a haromszog oldalai nem érintik (1d.

korabban).

1 pont

Tegyiik fel, hogy a hdromszog (egyik) legrovidebb oldala a (ebben az esetben hozz4 tartozik

a leghosszabb magassdg). Ekkor

Becsiiljiik meg alulrdl a teriiletet, és hasznaljuk fel, hogy a kor egységsugart.

amg, ar br er
. — - >
2 2+2+2:

dar _ 3a
2 2

Ebbdl m, = 3 adddik, tehdt a feladat allitdsa teljesiil.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha az x és y valés szamok Osszege 2, akkor

(2 +1)(y*+1) 24
1. megoldas. Az egyenlStlenség bal oldaldn elvégezve a beszorzast:
Pt oyt 124

A kozéps6 két tag helyett egy Osszeg négyzetét kialakitva:

P+ (e 4y —2zy+12>4

1 pont

2 pont

4 pont

Osszesen: 8 pont

(8 pont)

1 pont

2 pont



Majd teljes négyzetté alakitva:

(zy — 1) + (z+y)* = 4. 2 pont
Mivel (2 +y)* =4 és (zy — 1)* = 0, ezért a feladatban szerepl egyenlétlenség teljesiil. 2 pont
Az egyenlbség feltétele: z +y =2, zy =1, azaz x =y = 1. 1 pont

Osszesen: 8 pont

2. megoldas. A megadott feltételt felhasznalva: y =2 — . 1 pont
A helyettesitést elvégezve:
(2 +1)[2-2)+1] 2 4. 1 pont
A miveleteket végrehajtva:
(22 +1)(5— 4o +2?) 2 4, 1 pont
ot — 42} + 627 —4x+120. 1 pont

Vegyiik észre, hogy az egyenl6tlenség baloldalan egy teljes negyedik hatvany all, ezért

(z—1)*>0.
Mivel egy negyedik hatvany értéke biztosan nemnegativ szdm, ezért az egyenlGtlenség tel-
jesiﬂ. 3 pont
Az egyenlSség feltétele: x =y = 1. 1 pont

Osszesen: 8 pont
3. megoldas. Alkalmazzuk az x = 1 + a és y = 1 — a helyettesitéseket. Ekkor 1 pont
[(1+a)2+1] [(l—a)z—kl] > 4. 1 pont

A négyzetre emeléseket és az Osszevondsokat elvégezve:

(a2—|—2+2a)(a2+2—2a) = 4. 2 pont

A baloldalon az ismert nevezetes azonossag segitségével elvégezve a beszorzast:

(a® + 2)2 — (2a)* = 4. 1 pont
Ebbdl a rendezés utdn a* > 0 adédik. 1 pont
Mivel egy negyedik hatvany értéke csak nemnegativ szdm lehet, ezért az egyenl6tlenség
tetsz6leges a valds szdmra, és x, y-ra teljesiil. 1 pont
Az egyenldség feltétele: a =0, azaz x =y = 1. 1 pont

Osszesen: 8 pont



5. Egy szérakozott professzornak 2000—2000 db 20 és 50 Ft-osa van. Tartozik valakinek, de
elfelejtette, hogy pontosan mennyivel. Csak arra emlékszik, hogy az 6sszeg 50-re végzddik,
és a néla 1évd pénzérmékkel huszféleképpen tudja kifizetni.

Mekkora a professzor adéssidga? (10 pont)

Megoldas. A kifizetendd 6sszegben az 50 Ft-osok szdma biztosan paros, mert ha paratlan
szamu 50-essel torlesztenénk, akkor azok Osszege 50-re végzddne, és a fennmaradd részt
20 Ft-osokkal nem lehetne kifizetni, mivel az 50-re végz6d6 szdmok nem oszthaték 20-szal.

Ugyanigy beldthatd, hogy a felhasznélt 20 Ft-osok szdma 5-tel oszthato. 2 pont

A vizsgélatot tobb részre lehet osztani aszerint, hogy a rendelkezésre all6 érmék szama
(2000-2000 db.) korlitozza-e a lehetdségek szdmdt vagy sem.

1. eset: A tartozas Osszege legfeljebb 2000 - 20 F't = 40000 F't.

Ekkor, ha a tartozds 6sszege k- 100 Ft (k € NT), akkor a felhaszndlt 50 Ft-osok szdma
barmely 0-t6l 2k-ig terjedd paros szam lehet (hiszen van elég érménk). 1 pont

Ez k + 1 lehetSség, vagyis k = 19 esetén van 20 lehetdségiink kifizetni a tartozast csak 20
és 50 Ft-osokkal. 1 pont

Tehét a tartozas Osszege lehet 1900 Ft. 1 pont
2. eset: A tartozds Osszege nagyobb, mint 40 000, de legfeljebb 100 000 Ft.

Ekkor mér nem lehet csak 20 Ft-osokkal kifizetni a teljes 0sszeget, de 50 Ft-osokat is fel-
haszndlva, igen. Ebben az esetben a lehetdségek szdma a felhasznalt 20 Ft-osok lehetséges
szdmaval, azaz a 0-t6l 2000-ig terjedd S5-tel oszthaté szdmok darabszamdval egyenld, ami
401. Tehat a kifizetésre ekkor 19-nél tobb lehetéség adodik. 1 pont

3. eset: A tartozds Osszege nagyobb, mint 100 000 Ft. Ez csak 50 Ft-osokkal nem fizet-
hetd ki.

Vizsgéaljuk meg, hogy ekkor hanyféle érmekombindcié maradhat a professzornal. Ez egy-
értelmlien meghatdrozza, hogy hanyféle kombinicidban torténhet a torlesztés. Mivel ekkor
a professzorndl kevesebb, mint 40000 Ft marad, ezért az 1. részben leirtak értelmében ez
az Osszeg csak 1900 Ft lehet ahhoz, hogy 20-féleképpen allhasson el6 20 és 50 Ft-osok
Osszegeként. 3 pont

Tehat a tartozds 6sszege 150000 — 1900 = 138 100 Ft is lehet. 1 pont

Osszesen: 10 pont



