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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Naoki Inaba japdn matematikus rejtvényeiben bizonyos tégla-
lapok teriiletét és néhany szakasz hosszat ismerjiik, és ez alapjan 78 6
kell egy madsik teriiletet vagy tdvolsidgot meghatdroznunk. A ké-
pen lathat6 fejtor6ben a ?-lel jelolt teriiletet kell kiszamolnunk. >0
(Vigydzzunk, az dbra nem ardnyos!) 9
65
3
Megoldas.
a 13 Egészitsiik ki az dbrat egy nagy téglalappd, és szamoljuk ki a 78
4 és 65 egység teriiletl téglalap vizszintes oldalanak hosszat. 3 pont
78 6 Mivel a téglalap szemkozti oldalai egyenldk, ezért a + 13 =
4| 50 =c+13é64+b+3=5+d+4, vagyisa=cés b=d. 2 pont
b Az 50 egység teriiletli téglalapbdl ad = 50, tehat bc = da = 50
? is igaz. A keresett teriilet 50 egység. 2 pont
5 65 |
3
13 c

Osszesen: 7 pont



2. Hatirozzuk meg azokat a p valés szdmokat, amelyekre az z°

két olyan valés gyoke, amelyek kiilonbsége 1!

—z +p = 0 egyenletnek van

Megoldas. Legyen a két gyok c és ¢+ 1. Ha ezeket az egyenletbe behelyettesitjilk, teljesiil,
hogy & —c+p=06s (c+ 1) —(c+1)+p=0.

A maésodik egyenletb6l vonjuk ki az elsét, kozben végezziikk el a kobre emelést, igy
a 3¢ 4 3¢ = 0 egyenlethez jutunk.

Ennek megolddsai: ¢y = —1 és ¢, = 0.

Ezeket az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve mindkét esetben a p = 0 értékeket kapjuk.
Az 2° —x = 0 egyenlet gydkei —1, 0 és 1, tehdt valéban van két olyan valds gyoke, amelyek
kiilonbsége 1, ezért p = 0 j6 megoldas.

Megjegyzések

1. Az ellen6rzés mds mddja is elfogadhatd, de az ellendrzés igényének €s moddszerének
egyértelmiien meg kell jelennie.

2. Ha a versenyz6 a p = 0 megoldast csak észreveszi, majd bizonyitja, hogy jo, legfeljebb
2 pontot kaphat.

1 pont

2 pont
1 pont
1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

3. A 2025-re igaz, hogy 2025 = (20 + 25)*. Van-e még ilyen négyjegy(i szam?

Megoldas. Keressiik azokat a négyjegy(i szamokat, melyekre igaz, hogy abcd = (ab + a)z.
Legyen:

x = ab = 10a + b,
y =cd=10c + d.
Ezekkel a jelolésekkel:
abed = 100z + v,
(ab+cd)’ = (x+y)™.
A keresett szdmra vonatkoz6 egyenlOséget felirva, majd atalakitva:
100z +y = (z +y)?,
9z = (z +y)* — (z +y),

Yz = (z+y)(z+y—1).

Vagyis két szomszédos egész szam szorzatdnak oszthaténak kell lennie 11-gyel és 9-cel tgy,
hogy az x kétjegyl szdm legyen.

Ez harom esetben teljesiil: 45 - 44, 55 - 54 és 99 - 98 esetében.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont



A tobbi esetben (10- 11, 11-12, 21-22,22-23, 32-33, 3334, 43-44, 55-56, 65- 66, 66- 67,
7677, 77 -78, 87 - 88, 88 - 89) nem teljesiil a 9-cel val6é oszthatdsdg, a 99 - 100 utdn pedig
az x haromjegyd. 1 pont

Tehat a keresett szamok:

2025 (45-44, ekkor =20 & y=25),
3025 (55-54, ekkor x =30 és y=25),
9801 (99-98, ekkor x =98 és y=01). 1 pont

Megjegyzés

Ha a versenyz§ taldlgatdssal rélel az egyik megoldasra (példaul 3025 = (30 + 25)2), de nem
torekszik arra, hogy minden lehetséges esetet megtaldljon, legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen: 7 pont

4. Egy négy egység sugard negyedkorbe félkoroket irtunk az dbran lathatd
moédon. A két kisebb félkor sugara egyenld. Ezutan megrajzoltuk azt a kort,
ami mindhdrom félkort érinti. Mekkora ennek a kornek a sugara?

Megoldas.
A nagyobb félkor sugarat jelolje x. A kozéppontok
x Osszekotésével derékszogli haromszoget kapunk.
Felirva a Pitagorasz-tételt (4 — 2)* + 12 = (1 + z)*,
ahonnan 16 — 8x = 2z, tehat x = 1,6. 2 pont
T
4—z
1
-
A kis kor kdzéppontja legyen m tdvol az alsé sugar-
tol, és a kis kor sugara legyen y.
A kis kor kozéppontjdban taldlkozé derékszogli ha-
24 16 romszogekbdl:
yr—m 2
2 N (24 —m)* +22 = (1,6 + )%,
Y im
1 m?+12=(1+y)~ 2 pont
1

Kivondssal 2,4> —4,8m+3 = 1,6 — 1 + 1,2y, ahonnan 7,2 = 4,8m+ 1,2y, majd 6 = y+4m
adédik. A mdsodik egyenletbe visszahelyettesitve az y = 6 —4m kifejezést kapjuk



56+ 16

a 15m? — 56m + 48 = 0 egyenletet, amelynek gyokei mip = T

, vagyis m; = 2,4 és

mpy = —.

3

A két gyok koziil csak a kisebbik lehet jo, mert a kis kor kdzéppontja ,.lejjebb” van, mint
a nagy félkoré.

4 2 2
Ha m = 3 akkor y =6 —4m = 3 A kis kor sugara 3 egység.

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

A megadott javitokulcs és a hozzafiizott kiegészités kapcsan tobb észrevétel érkezett.

Tobben kritizaltdk, hogy a feladat megfogalmazdsa (,,Van-e még ilyen négyjegyli szdm?”)
nem preciz. A feladat kitlizésekor a bizottsdg tigy gondolta, hogy ez a pontatlansig meg-
engedhetd, mert igy természetesebb a kérdés, és nem tiinik életszerlinek, hogy valaki az

abed = (ab + cd)” helyett mondjuk az abed = (ab + cd)” feladattal probalkozna. Szintén
tobben nehezményezték, hogy nem volt direkt kimondva az az igény, miszerint az 9sszes
ilyen szdm megtaldldsa jelenti a teljes értéki megolddst. Itt is arra alapozott a bizottsag,
hogy a versenyzOk szamdara ez természetes lesz, a versenyek hagyomanya kell§ eligazitast
nyujt az értelmezéshez.

Az észrevételt tevd kollégdk ugy itélték meg, hogy az eredetileg megadott pontozds nem
lenne igazsdgos, mert a megolddk teljes johiszemiiséggel gondolhattik azt, hogy ha rataldltak
egy a mintdnak megfelel6 négyjegyli szdmra, akkor bizonyitottdk, hogy a feltett kérdésre
~igen” a véalasz, ezért nem indokolhaté a pontveszteség. Ugyanakkor az is elvarhatd, hogy

az Osszes megfeleld négyjegyli szamot eldallité megoldds tobbet érjen, mint az, amely csak
egy jo példat mutat.

A fentiek alapjan a 3. feladat pontozdsa az aldbbiak szerint médosul:

o Akik akdr levezetéssel, akdr probdlgatdssal ritaldltak egy j6 négyjegyl szdmra, és meg-
mutattdk, hogy a szam valéban megfelel a mintdnak, megkaphatjak a maximalis pont-
szamot a feladatra.

e Azok a versenyzdk pedig, akik megkeresték — az dtmutatd szerint, vagy mas gondolat-
menet alapjan — az dsszes jO szamot, és bizonyitottak, hogy listajuk teljes, a maximalis
hét pont mellet kapjak meg az altalanositasért jaré tovabbi harom pontot is.



5. Adjuk meg az 9sszes olyan pozitiv primekbdl 4ll6 (p, g, ) szdmhdrmast, ahol
a) q # r, valamint

b) p? + p" négyzetszdm.

Megoldas. Legyen az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil ¢ < r.

(Természetesen, ha megkapunk igy egy (p, q,r) jo szimharmast, akkor (p,r,q) is megoldds
lesz.)

Ekkor kiemelve p?-t: p? 4+ p" = p?(1 4 p"9) = n? valamely egész n-re.

A p%-nak csak p a primosztéja, de 1 4+ p"~? p-vel osztva 1 maradékot ad, emiatt p?, illetve
1+ p" 7 relativ primek.
De mivel n? primfelbontisiban a primhatvényosztk péros kitevGvel szerepelnek, ezért g is
paros, vagyis (mivel ¢ prim is) — ¢q = 2.
2
) _ _ _ n
Vagyis n> = p?(1 + p"~9) = p*(1 +p"~?). Ezt osztva p*-tel — 1 +p" > = — = m” vala-
p
mely egész m-re.

Innen mindkét oldalbdl 1-t elvéve, és szorzatta alakitva:

pPl=m?r—1= (m+1)(m—1).

Innen két eset lehetséges: vagy p | m — 1, vagy 1 =m — 1.

Ha 1 =m — 1, akkor 2 = m, és innen (m + 1)(m — 1) =3 = 3! = p" 2. Ekkor p = 3, és
r = 3. Vagyis ekkor a lehetséges szaimharmasok: (3;2;3) és (3;3;2).

Ha pedig p | m— 1, akkor p | m+1 miatt p | (m+1) — (m —1) = 2 is teljesiil. Vagyis ekkor
p=2.

Mivel ekkor m — 1, és m + 1 olyan kettShatvanyok (hisz 2”2 = (m + 1)(m — 1)), melyek
kiilonbsége 2, emiatt m — 1 = 2, és m + 1 = 4 lehet csak.

Vagyis 2" 2 =2-.4 =8 =2% Innen r = 5.
Vagyis ekkor a lehetséges szamharmasok: (2;2;5) és (2;5;2).

Osszefoglalva: 4 darab rendezett szimhdrmas felel meg a feltételeknek: (3;2;3); (3;3;2);
(2;2;5) és (2;5;2).

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



