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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany olyan 45-tel oszthaté abcba alaki o6tjegy(i szdm van, ahol a, b és c kiilonbdz6 szam-
jegyeket jelolnek?

Megoldas. A 45-tel valé oszthatésdghoz a szamnak oszthatonak kell lennie 5-tel. Mivel a
nem lehet 0, a szdm csak 5-re végzddhet, azaz a = 5. 1 pont

A szamnak oszthaténak kell lennie 9-cel, igy a szamjegyek Osszege, azaz 10+ 2b+ c is oszt-
haté 9-cel. Mivel b és c kiilonboz6 szamjegyek, igy 2b + c lehetséges maximadlis értéke 26.
Igy 10 4 2b + c lehetséges értékei: 18, 27 és 36. 1 pont

Ha 2b + ¢ = 8, akkor a lehetséges értékek:

4 3 2 1 0
c 0 2 4 6 8
(1 pont, de csak ha az Osszes lehet6ség megvan.) 1 pont

Ha 2b+ ¢ = 17, akkor a lehetSségek:

b 8 7 6 S nem lehet 4
a miatt
c 1 3 5 nem lehet 7 9
a miatt
(1 pont az Osszes lehet6ség megtaldlasaért és 1 pont a 6;5 €s 5;7 par kizarasaért.) 2 pont
Ha 2b + ¢ = 26, akkor csak a b =9, c = 8 lehetdség lesz jo. 1 pont
Osszesen tehdt 9 a feltételeknek megfelel szam van. 1 pont

Az 0sszes eset indoklds nélkiili felsoroldsdért maximum 2 pont adhat6.

Osszesen: 7 pont



2. Az y =2 0 félsiknak hdny olyan rdcspontja van, amelyeknek a koordindtdi kielégitik
az alabbi egyenl6séget?
z* + 3y = 40.

(Récspont a koordinata-rendszer olyan pontja, melynek mindkét koordinatdja egész szam.)
Megoldas. A hozzéarendelési szabalyt atalakitva:
z% =40 — 3y,

z = +./40 — 3y.

A gyokjel alatti kifejezésre:

40 — 3y = 0,
40
>
3 =y

Mivel y csak egész szdm lehet, igy: 0 < y < 13, vagyis 0 < 40 — 3y < 40.
Ugyanakkor 40 — 3y értéke négyzetszdm (0; 1; 4; 9; 16; 25; 36) lehet.
A felsorolt esetek koziil ez a kovetkezdknél teljesiil (a 0 és 36 esetében y nem egész):
40—-3y=1, ekkor z==+1 é y=13,
40 -3y =4, ekkor x =42 és y =12,
40 — 3y =16, ekkor x=+4 és y =28,
40 — 3y =25, ekkor x==+5 és y=>5.

A négy jo eset felismerése.
Annak felismerése, hogy mindegyik esetben x-re két megoldds adodik.

Tehét a grafikon 8 racsponton halad at:

(1;13), (=1;13), (2;12), (=2;12), (4;8), (=4;8), (55), (=5;5).

A rdcspontok szdmdnak megaddsa.

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Hatirozzuk meg azon a és b valés szamokat, amelyekre igaz, hogy a és b is gyoke
az ©* + ax + b = 0 egyenletnek!

Megoldas. Mivel a és b is megolddsa az egyenletnek, ezért helyettesitsiik be az egyenletbe
a-t:
a’> +a*+b=0.

Ebbsl b = —2a”. Most b-t behelyettesitve kapjuk, hogy b* + ab + b = 0.
Utébbiba behelyettesitve a b = —2a’-et: (—2a2)* — 2a® — 2a> = 0 adédik.
2a*-et kiemelve kapjuk, hogy 2a* (2a2 —a— 1) =0.

Szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.

Igy megoldis, ha a = 0, b = 0, illetve ha 2a*> —a — 1 = 0.

Ha a és b is nulla, akkor a masodfokd egyenletiink az 2> = 0 alakot 6lti, melynek az a és
b valéban megoldasai.

1
A 2a*> — a — 1 = 0 mdsodfoki egyenlet gyokei az a; = 1 és az ar = —5

Ha a = 1, akkor b = —2. Ezt visszahelyettesitve az egyenletiink z> + 2 — 2 = 0, amelynek
a =1 és b= —2 valéban a megoldésai.

1 1 1 1
Végiil ha a = —3 akkor b = —5 Ezt visszahelyettesitve az egyenletiink 2 — T 5=
1
0 alakd lesz. Ennek az egyenletnek a gyokei az x; = ) és x, = 1. Ebben az esetben

a = b =z, tehat megint csak igaz, hogy a €s b is megolddsa az egyenletnek.

Osszefoglalva a feladat megolddsai a kovetkezd (a;b) szdmpdrok: (0;0), (1;—2) és

(%

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Két, egy sikban 1év0, egymast metszd kor kdzéppontjainak tdvolsdga 12 egység. Mindkét
kor sugaranak hossza egész szdm. A metszéspontjukat 0sszekotd egyenes a kozéppontjaik

altal meghatarozott szakaszt 1 : 2 ardnyban osztja.

Mekkordk a korok sugarai?

Megoldas. Hasznaljuk a kovetkezd dbra jeloléseit!

Helyes dbra haszndlhato jelolésekkel.

1 pont

Jelolje r és R a korok sugardt, x a kzéppontok tavol-
sagat, m pedig a metszéspontokat 6sszekotd szakasz

‘h felét!
1_; \ Nyilvanval6, hogy a metszéspontokat Osszekoté sza-

1
kasz mer6leges a kozéppontokat Osszekotd szakaszra,
igy két derékszogli haromszog keletkezik.

Irjuk fel ezekre Pitagorasz tételét!

r? :a2+m2,

R? = (z —a)* +m>.
Az egyenleteket kivonva egymasbdl a kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:
R* —r? = 22 — 2ax,
(R—r)(R+71)=2x(x —2a).
Mivel: z = 12; a = 4; x — a = 8, behelyettesités utdn adddik:
(R—r)(R+r)=48.
A 48-at két tényez6re bontva ot eset adodik:
1-48, 2-24, 3-16, 4-12 és 6-8.
Az Ot eset felismerése.

1-48 ekkor R =24,5 és r = 23,5 (a sugarak nem egészek),
2-24 ekkor R=13ésr =11,
3-16 ekkor R =9,5 és r = 6,5 (a sugarak nem egészek),

4-12 ekkor R =8 és r =4 (a kordk érintik egymadst),

6-8 ekkor R=7és r =1 (a korok nem metszik egymadst).

A megolddst nem jelentd esetek kizdrdsa magyardzattal.

(Ha magyardzat nélkiil jelennek meg az esetek, illetve nem jelenik meg minden
ez a 2 pont bonthato.)

A feladat feltételeinek megfeleld megoldés tehat: R = 13 és r = 11.
A helyes megoldds megaddsa.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
eset, akkor

1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Hény rendezett (x,y, z) valés szdmhdrmas megolddsa van az aldbbi egyenletrendszernek:

r+y+z=11I,
x? + 2y + 32% = 66.

Megoldas. Az elsd egyenletbdl fejezziik ki z-t, majd helyettesitsiik be a masodik egyen-
letbe:

z=11—-z—y
22427 + 322 = 2% + 22 + 3(11 — 2z — y)* = 66, 1 pont

2 + 297 +3(121 + 27 + ¢ — 222 — 22y + 2ay) = 66,

422 + 5y + 297 — 662 — 66y + 6xy = 0. 1 pont
Tekintsiik ezt egy z-ben masodfokd y paraméteri egyenletnek. 1 pont
Rendezés utén:
@ 427 +6(y — 11)z + (5y*> — 66y + 297) = 0.

Ha az eredeti egyenletrendszernek van valés megolddsa, akkor ennek a masodfokd egyen-
letnek is, ez utébbi pontosan akkor all fenn, ha a diszkrimindns nemnegativ, azaz

D= (6(y—11))> —4-4- (55 — 66y +297) = 0, 1 pont
D =36(y* — 22y + 121) — 16(5y* — 66y + 297) =

=4 (9(y* — 22y + 121) — 4(5y> — 66y +297)) =

=4 (—11y* + 66y —99) = —44 - (y* — 6y +9) = —44- (y —3)* 2 0.

Ez csak gy teljesiilhet, ha (y —3)* = 0, azaz y = 3. 2 pont

Ezt (I)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy 42> — 48z + 144 = 0, aminek egyetlen megoldasa
az r = 6.

Mindezek felhasznéldsdval z = 11 —x —y = 11 — 6 —3 = 2, tehdt egyetlen ilyen valds szam-
hdrmas 1étezhet, a (6, 3,2). 1 pont

A megoldés kielégiti az egyenletrendszert.

Osszesen: 7 pont



