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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Egy derékszogl haromszdg egyik oldalahoz hozzairt kdrénekasagharomszog egyik
oldalanak hosszaval egyezik meg. Igazoljuk, hogy a haromszég vailinoddyala a masik
két oldal szamtani kdzepe.

Megoldas.

Tekintstk a kovetkeaz abrat:
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alb<c

Abrank jelolései alapjan ismert dsszefiiggések szerint

a—b+c —a+b+c _atb+ec

T = —— o r. =
a 2 ) b 2 ) c 2
A haromszog-egyeftlenségek alapjan, < a, r, < b ésr. > c.
Az elébbiek alapjan igaz, hogy, < a < b, r, <a <c €ésa < ¢ <, valamintb < ¢ < r..
Mivel r, < b < ¢, ezért csak, = a lehetséges.

Ekkor viszont%m — a, azazc = 3a — b.

Pitagorasz tétele alapjan? = (3a — b)?, tovabba a® + b* = 9a® — 6ab + b2, ahonnan
0=6a <;1 a— b) adadik.
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Egyenletiink megoldasa= 3@ igy c= 3

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont
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a+ -a
Ekkor pediga er € _ 23 = - a = b, ami allitdsunkat igazolja. 1 pont
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Osszesen: 7 pont

2.Az z, y, z valos szamokra + y + z = 9 ész? + y? + 22 = 33 teljesiil. Melyek azok az
(x;y; z) szamharmasok, amelyekre @z szorzat értéke a letfietegnagyobb, illetve a lehét
legkisebb?

Megoldas. Mivel z = 9 — (z + y), ezértz? 4+ y2 4 2% = 33 alapjan
2?4 9% + 81— 18(x + y) + 22 + 22y + y* = 33.

A kapott egyenlet; szerint rendezett alakja? + (z — 9)y + z° — 9z + 24 = 0.
Megoldas akkor lehet, ha a kapott egyenletdiszkriminansa:

D= -32%+18 —15= —3(x — 1)(z — 5)

nemnegativ. Ekkor pedig & = < 5. 1 pont
A feltételi egyenletekbl y + z = 9 — = ésy? + 22 = 33— 22 alapjan
1 2 o ) 9V 15
yz:é((y+z) —(y —1—2))::1: — 9z +24, azaz yz = Y vy
adodik. 2 pont
Minimum akkor lehet, hayz = lZS ekkorz = g
9 - . .
=3 esetén valéban minimum van, mégpedig az
. ° °
4 4
9—+21 9++v21
Y 4 4
. 9+ 21 921
4 4
esetekben. 2 pont

Az yz = x? — 9z + 24 masodfokl fiiggvénynek az € [1;5] intervallumon maximuma az
intervallum széI§ pontjdban lehet. 1 pont

Ez a maximumz = 1 esetén valdsul meg.
Ekkor (z;y; 2) = (1;4;4). 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Tekintsiik azy = 22 filggvény grafikonjat, és ezen vegyiink fel harom racsponitdt: B-t
és C-t! (Racspont: mindkét koordinataja egész.) Lehet-e az igy meghatatwaainszog
terlilete 2010?

Megoldas. Azt bizonyitjuk, hogy nincs ilyen racsharomszdg.

Hasznaljuk a lentebbi abrat! Legyenekd, ¢ az A, B, C' pontokz koordinatai. Az altala-
nossag megszoritasa nélkiil feltéhetogya < b < c. Ekkor 4, B, C koordinatai:A(a; a?),

B(b;b?), C(c;¢%). Mivel y = 2? fuggvény konvex, azAC' egyenese & pont ,f6lott” halad.
LegyenD az a pont, amely rajta vadC-n ésx koordinatajab!

AC(c—a;*—a?) miatt AC  meredeksége: Y
m=c+a. Ekkor AC egyenletey=m-x+1 T
alaku, aholt azt jeldli, hogy AC' hol metszi az D ¢
y-tengelyt. Akar A, akar C' pont két koordinatajat i
behelyettesitve kijon, hogy= —a - ¢ alaku, vagyis
az AC egyenletey = (a+¢) -« — a - ¢ alaku.

Ekkor D pont koordinatéi:D (b; (a + ¢)b — a - ¢).
Szamoljuk ki az ABC haromszdg terlletét agy,
hogy kulon-kulon kiszamoljuk a2aBD és aBCD | B
terlletet és Osszeadjufiket! Mindkét részharom-
szdgnél a koézosBD oldallal és a hozza tartozé
(,vizszintes”) magassagokkal fogjuk kiszamolni a -
teruletet.

T

A BD tavolsag(a+ c)b —ac—b* = ab—b*+cb—ca = b(a—b) + c(b—a) = (c—b)(b—a)
alaku. igy azABC haromszog teriilete:

T %(b— a)(c—b)(b—a) + %(c— b)(c— b)(b— a).

Ha ez utébbi alak két tagjabdl a kézos térflezt kiemelem:

T %(c— B)(b—a)((c—b) + (b—a)) = %(c _ a)(c—b)(b—a).

Pontozas: 6sszesen eddig

Vagyis a haromszog teruletéreTa= %(c —a)(c—b)(b— a) képlet adddott.

Innentl csak az a kérdés, hogy a 20:&0%((: —a)(c—b)(b—a), vagyis a
4020= (¢ — a)(c —b)(b—a)

egyenlet megoldhat6-e az egész szamok korében.

Azt fogjuk megmutatni, hogy az egyenlet nem megoldhat6. Ugyanis tekintsdiB28—=
= 67- 60 felbontast! A 67 prim, igy a primtulajdonsag, és

4020=67-60= (c —a)(c—b)(b — a)

3

4 pont.



miatt 67 osztja(c — a), (¢ —b), (b — a) valamelyikét. Mivela < b < ¢ a (¢ —a), (c —b),

(b —a) egész szamok kozul & — a) a legnagyobb, igy csak 67c — a) lehet. (Mivel

egyébként 6@ (c — a) lenne, s igy nenfc — a) lenne a legnagyobb.) 1 pont
67| (c—a),igy (@ <b<c, ésigy(c—a), (c—0b), (b—a) pozitiv egészek) 6E (c—a). Mi-

vel (c—a)=(c—b)+(b—a), igy 67< (c—b) + (b—a). De akkor (megin{c —a), (¢ —b),

(b—a) pozitiv egész volta miatt) a(c—b)(b—a) szorzat legkisebb értéke
1.-66=66. 1 pont

Vagyis eddig azt kaptuk, hogy 6% (¢ — a), €s 66= (¢ — b)(b — a), de akkor
(c—a)(c—b)(b—a) = 67-66>67-60= 4020

ami éppen azt jelenti, hogy az 4020(c — a)(c — b)(b — a) egyenlet valéban nem megold-
haté az egész szamok korében.

Ezzel igazoltuk, hogy nem létezik a megfeleld racsharomszog, @it ezoélunk. 1 pont

Osszesen: 7 pont



