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1. Egy derékszdgl haromszoég oldalainak hossza és terlleténészadra is egész szam.
Bizonyitsuk be, hogy a beirt kér sugardnak hossza is egész szam!

Megoldas. El6szér megmutatjuk, hogy a derékszogli haromszog beirt kérénekasuga

r— %b_c hac jeldli az atfogo,a ésb pedig a befogok hosszat,

Az aldbbi abranO jel6li a beirt kor sugaratF, F' és G az érintési pontokat. ADECFE
négyszog négyzet, hiszen van harom derékszoge, tov@bbé OF = r. Ezérnt FC ésCE
hossza ig-.

A A korhodz kil pontbol hiazott éririszakaszok egyeik,

innenAF = AG =b—r ésBE = BG =a—r, haa aBC,
G b pedig azAC oldal hossza. Végil = AB = AG+GB =
» A :(b*T‘)jL(a*T‘):aij*ZT:T:Lg_C. 2 pont
\\ Most ratériink annak bizonyitasara, hagggész.

O. = 5 Ha a teriilet egész, akkaih paros, tehat legalabb az egyik
befogd hossza paros szam. 1 pont

Els6 eset:Mindkét befogd hossza paros szam.

Ekkor Pitagorasz tétele miattis paros, hiszen? = a?+ b2 paros, igyc is az. Innera+b—c

paros, igyr egész. 2 pont

Masodik esetPontosan az egyik befogdé hossza paros szam (legyen ez mar)djuk

Ekkor a + b pératlan ésc (megint Pitagorasz tétele miatt) paratlan, tehat b — ¢ ismét

paros,r egész. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Hatarozza meg a paraméter értékét Ggy, hogy aZ + 2pz — 3p — 2 = 0 egyenletr; és
2 gyokeirea? + a3 = 4 — (23 + 23) teljesuljon.

Megoldas. Az egyenlet diszkriminansapd — 4(—3p — 2) = 4p® 4+ 12p + 8.

Az egyenletnek akkor van megoldasa, ha a diszkriminans nem negatikkazteljesil, ha
p < —2vagyp = —1. 1 pont*

Az egyenlet gyokeire megadott 6sszefliggést atalakitva:

(1) 24 as ot =4

A gyokok és egyutthatok tsszefliggései alapjan:
22 4+ 23 = (21 + 22)? — 20120 = 4p% — 2(—3p — 2) = 4p® + 6p + 4, 1 pont
234 23 = (21 + 12) (a:% + 25 — 2122) = (w1 + 22) (21 + 20)? — 3r122) =

= —8p° + 6p(—3p — 2) = —8p° — 18p° — 12p. 2 pont

Ezek alapjan az (1) dsszefliggés:
4p® +6p+4—8p° — 182 —12p = 4,
8p° + 14p> + 6p = 0,

2p(4p+3)(p+1) =0

A megoldasokp = —1; p = —g; p=0. 2 pont
Mindharom megoldas megfelel a feltételeknek. 1 pont*

Osszesen: 7 pont

A *-gal jel6lt pontok akkor is jarnak, ha a verserdybelatja, hogy a kapott értékekre van
az egyenletnek megoldasa.

3.Az 1°,2°,3°,...,179 nagysagu szogekbhanyféle médon lehet kivalasztani harmat ugy,
hogy a kivalasztott sz6gek egy kulontidaldald haromszdg szogei lehessenek?

Megoldas. Mivel az oldalak kulénboaek, a szégek is azok. Két kilonkibzzog kivalasz-
tasa a haromszog sz6gdsszege miatt mar meghatarozza a harmadikat. 1 pont
Legyenek a szbgek novetsorrendbernt, y €sz.

Ekkor z +y+ 2 =180 ésy < z miatt = +y < 180 — y, ezértz/2+ y < 90°-nak kell
teljesdinie. 1 pont

(Ha ez az egyeftlenség nem jelenik meg, de a szdgek Osszevalogatasanal kiderll, hogy
gondol r4, a pont akkor is jar.)



A lehetséges eseteket foglaljuk tablazatba:

x értéke| z-hez tartozo lehetségesy lehetséges értékeinek
y értékek szama

1 2,3,...,89 88

2 3,4,...,88 86

3 4.5 ...,88 85

4 56...,87 83

5 6,7,...,87 82

57 58,59, 60, 61 4

58 59,60 2

59 60 1
Barmilyen formdja, tartalmilag j6 6sszevalogatas: 1 pont
Az 6sszes lehetséges esejdehetséges értékeinek 6sszege adja meg. 1 pont
igy az esetek szama 8886+ 85+83+82+80+... +4+2+ 1, 1 pont

ami ugyanaz, mint

(88+85+82+...+4+1)+ (86+83+80+...+5+2) =
= 30/2(88+ 1) + 29/2(86+ 2) = 2611 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC egyenb szaru haromszoglB alapjanak egyik befs pontja P. Az AC szar
C-hez kozelebbi harmadolopontill. Az A csucs HP egyenesre vonatkozé tiikérképe a
BC oldal B-hez kozelebbi negyed@bontja. Hatdrozzuk meg a2P : PB arany ertékét!

Megoldas. Tekintsiik a kovetkdz abrat:

Az AB = c jeloléssel legyen abranknak meg-
felelben AP = \¢, ekkor PB = (1— \)¢, ahol
O< A<l

igy pedig PB = (1 — \)c alapjan

AP A

PB_1-X\
Az ABC haromszog teriletét pc = t-vel je-

3 L i .
blve tanc = 2 t, mert két haromszog ANC és

ABN haromsz6g -BN ésCN alapjahoz tartozé
A cslcsbdél indulé magassaga k6zos.

Az ANH és aHNC haromszdg kdzosV csucsbol indulé magassaga is azonos, ezért

t t
t = — ést = —. 1 pont
ANH = 5 HNC = 4 p



Mivel pedigt a7y = trnm, ezért ertekukZ.

Az ABN haromszdg terllete megoldasunkdelsekezdése alapjaﬂ.
Az APN és PBN haromszégekV csucsbdl indul6 magassaga kozos, ezért

2 2(1-
E—L azaz tlzg

= t 1 pont
t 1— )\ \ 2, p

hiszen a tiikrozés miattypr = tpyT = to.
Az ABN haromszog&1r terliletére igy — abranknak megféleh — egyrészt

2(1—\)

t
by 2

t L
(*) 2ty +11= 4, masrészt b =

teljesal.
Vizsgaljuk most meg, hogy mekkora &P H haromszég teriilete!
Az AP oldalhoz tartozé magassag d83C haromszdgA B oldalahoz tartoz6 magassaganak

2 . . 2

g-része, mertd harmadol6pont. Igy pedigspy = 5/\t' 2 pont
. . A, 1-) o

(x) alapjan az adott egyenletrendsZ@rt, = 3 t ést; = i t adodik. 1 pont

. . 2., .
Igy pedigtapy = §At €Stapy =t + tary alapjan

ooy 2pp Lo A2,
APH =38 T4~ "8 =~

.2 A+ 2 6
Ha pedlgé At = % t, akkor A = 13 1 pont

Ekkor pedig
il = . 1 pont

Osszesen: 7 pont



